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ЧАСТЬ КИНЕТИЧЕСКАЯ, 


МЕХАНИЕА МАТЕРЬЯЛЬНЫХЪ ТОЧЕКЪ И СИСТЕМЪ, 
ИЗЪ НИХЪ СОСТАВЛЕННЫХ Ъ. 


Бянотива”) ныфоть дёлью изучение завненыости между кине- 
иатическииь состоящемь иатери, обладающей предпохатаемыик 
хвойстзаии, и причинаши, обусловливающиши это состоя, 

Подь слонами: «кинематичееное состояне матери» мы здФеь 
подразумВваемь вилъ хвижешя матери движущейся, или положе- 
че и строеше изтери повоющейся, 

Предположеня о свойствахь, воторыя мы представлаемь 066% 
присущая шатер, рождаются въ нае путем паведеня, изъ зна- 
я авлен природы, почериземыхгь изъ паблюденй и опытовъ. 

Тень же путемъ х изъ тЁхЪ же нсточниковъ ив составянемъ 
себ предетавхене о свойствахь прячетъ таких кинематических ь 
соотояяН Е жалерн, который не объясвлются едипетвенно тольво 
опущенными уже свойствами я; тая причины иы называекъ 
дБятеляии вли силами, 

боставленных предположешя о свойотвахь жатеря и дфятежей 
называжиея гипотезамв; основывалеь па нихъ, винетнка, путежъ, 
иолехатической дедукщи, показываеть, въ вакожь вннежатЕческоиь 
«востоани будуть находиться давяыя жаторьяльных тёло при ДВЕ 
ств на НИХЪ денлыхь дёятедей, или обратно, опредвдяетъ, при 
АВС Кавихь дфателой даниня тёль могуть жаходиться ВЪ 
данномь хинечатическомь состояни, 


*) Теринаь „кинетива” пронеходить оть свова гири! оачьнищаго 
проюзедене дояжешя, ножду ТЬжь павь терминь „кинематика“ прона- 
водится оть слова хГтра, ооначающаго соетолце хвиженя. 

® 
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ТЕвль этитъ выводовъ кинетики есть объяснеше наблюденныхь. 
фактов на основани сдфланныхь гипотезь, и предекаван!е фак- 
товъ незамбченныхь нли не наблюдавшитоя, 

Каждая удача въ объяснении или въ предевазаих фавтовъ 
увехичиваеть вфроятноеть одной изи нфоколькихь изъ сдвланныхъь. 
зяпотезъ. 

ТВ неь гкпотезь кинетики, которыя относятся ко везкой ма- 
теры или во воякижъ дбятеляжь и вЪ несонпённости которыхь 
иы убёждаемея по мифов большего ознавомлешя съ явлении, 
припяиахимея 38 общовныя истинны природы, которыкъ подчинены 
во авленя физическаго игра; отн гипотезы назнваются основными 
чачалами или основными принципами механики. 

Изложене сущноети тёхъ основныхь начажь и опредфлений,. 
на которыхь основывается механнна свободнаго тёла, явижущагося 
поступательно, составляеть содержане первой главы. 


ГЛАВА 1. 


Основные принципы механики и опредфлени, относявася нъ 
свободному матерьяльному тблу, лвымущемуся постунательно 
и к ноторому силы приложены однородно. 


$ 1 Начало инерщы матери, Силы, 


Инершя есть свойство изтери, вевсда и неотъемдемо прису- 
ее ей. 

Существонане этого свойства въ натершн мы принимаежь, 5звЪ 
одинъ изъ осконныхь принцинозь механики, который ны фориу- 
„лируснь схтёхдующиюь образонъ: 

ФсвовноЕ ИАЧАЖЮ А; ВсдкаЯ ТОЧБА НАТЕРЬЯЛЬНАГО ТВЛА НИЗЕТЬ 

СТРЕМЛЕНТЕ СОХРАНИТЬ БЕЗЪ ИЗИЪНЕНЯ ВЕДИЧИВУ 
Я НАПРАВЛЕНИЕ СВОЕЙ СКОРОСТЕ АБСОЛЮТЕАО 
давженя, 


Всякое состоане натерьяльнаго тбль, при которошь ин одна 
ятъ точекъ его ив изибняеть своей скорости ин по везичин$, ви 
0 иреравхеню, возножно по свойству инершм эптери м объяе- 
няется этижь свойствожь, слёдоватедьно: 

по свойству инерщя тшо можеть находиться въ абеолютномь 
поБой; 

по свойству эперши ово можеть совершать абеоджугнов воету- 
АТедьное данжене, прк которомъ вев точки ото движутся равио- 
врно и прямолинейно; 
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кром% того, мыслимо еще безчисленное множество другихъ дви- 
жен матерьяльнато тва, при которыхь ии одва точеа тёа не 
изифняеть ня везичины, пи заправхени абсодютной скорости (то 
есть ие вифеть ускоревдя), екорости же различныхь точекъ раз- 
личны х различно направлены; всё тавя дваженя жатерьяльвато 
тАла, хотя и возможны по свойству инерщи матери, но необходиио- 
сопровождаются дефориащани его; ны же, въ настоящей глав, 
будежь говорить ТОЛЬКО © ТВЕНХЪ сОбТОЯНЯХЬ Матерьяльнато тва, 
прЕ которыхь оно ив деформяруетея, & потому въ раземотране 
движений, сопровождающихея деформащаями, не войдемъ. 

Веявое такое движене матерьяжьнаго тёла, при которомъ хотя 
одна точка тёда нифеть ускорене, или изыфвдеть свою скорость, 
не шожеть быть объяснено свойствомъ инерщи матер; изифнене 
скороетя изн появлене ускорешя мы прязисываенъ особынъ при- 
чинакъ, которых мы называенъ сылами. 

Что тажое силы, въ чемъ заключчется сущность ихь-вы не. 
зваемь; ны можеть знать только дЪйства, эти производаныя в 
эестоящя въ тожъ, что онё сообщають эбоолютныя угкоремя 
точвамъ матери и изибнають величины н ваправлетя яхъ со- 
ростей; если ин заифчаень, что навая-либо точка матери полу- 
чаеть абсолютное ускорене, или изыфнлеть свою абеолютную ско- 
роеть, то завлючаень, что на эту точку дйствують иЗ5оторыя еизы. 

Ни одна точка катерьяльнато тёла не можеть получить 20- 
солютнаго ускоретя х во шожеть измВнить своей скорости, пока, 
8а нее не ставоть дФйствовать каБая-дибо сила. 

Стрендеше точек шатер сохранить вибютулея скоростя сна- 
зывается и во врея ДФЯстия на выхъ снль; важдал точка матери 
пзифянеть слою скороеть не вкругъ, но постепенно, даже при таких». 
«нлахь, воторыя производать наибоз%е быстрое изифнев!е скоростей: 

Ло прекращен дЪйстыя сишы, точка матери сохрашаеть ту 
«ворость, которую она имфла въ иомевть прекращена дйствыя силы, 

Изь сказанньго въ настоящемь пареграф® елёдуеть, что ма- 
зперьяльное пло, ни на одну точку которало не дъаствують 
никоия сиды, если не деформируется, зпо пребываеть по инер- 
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жим либо вз абсолютномг покот, либо в; абсолютном» поету- 
потельном» движещи, при которомь ось точки ею движутся 
равномтрно и прямолинейно. 

Мы будежь называть иатерьяльное то свободныме, если оно 
ножеть двягаться поступательно по янерщи по всевозчожзымъ 
налфавленань и съ вавнии бы то ин бы10 скоростяяп. 

: Матерьяльное тёло можеть быть свободно во веежь неограки- 
ченномь проетранетв®, или звутри нЪкоторой части его, ва пре- 
длахъ которой оно ветрёчаеть друмя матерьальныя тфла изи 
вообше кавя-либо препатстыа, ифшаюнщия ого поетупательному 
движен по янерши въ нФкоторыхь изправлешахъ. 

$ 2. Метео приложеня силы. Силы, однеродно-призе- 
женных къ ту; ихъ величины и панравяен!я. 

Веякая сала, хйствующая за какос-хибо иатерьяльное т%20, 
няфеть въ немъ которое мьсто приложеня; подъ этить иненокь 
жы подразумвваехъь т6 части объена тВла, вс точви которыхъ полу- 
Звють ускорена непоередственио оть той сиды, о которой идеть рёчь. 

Ускореня, получаеных разныхя точкаки ифста приложентя силы, 
могуть быть пеодинавовы; это ножеть вазвефть, кавъ оть евойствъ 
сазы, такъ н отъ тЬхъ обетоятельствь, въ которыхъ ваходител 
матерьяльное т8ло. 

Вь настоящей тзавВ мы будежь говорить только`о тазихъ ©и- 
дать, кАЖДан из которыхь прилагается сразу во вофжь точкашь 
свободнаго ватерьяльнало тёла ин Притоиъ сообщаете чм веъме 
одинаковыя и параллельныя ускорещя; зезкую такую вязу вы 
будешь называль однородно-ириложенною кз итълу или проето 
однородною силою. 

Принрожь однородныхь сихъ можеть елужять силь тяжести 
велнаго тВла, сообщающая, кзЕЪ изефетво, вофиъ точкажь УВла 
равныя н параллельных между собою ускорена. 

Такую однородную силу, которая сообщаеть воиь точезиъ 
<вободиаго тВла ускорешя всегда одной и той же везичины и 
веегда параллельно неязиваному направленю въ простравств®, ны 
будешь вазынать постоянною однородною сылою; рзазичныя по- 
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стоянный одиоредныя сихы, прихагаеныя 5ъ одзому и току же 
жалерьадьному тт, могуть различаться ведичянани и ваправле- 
вмыв сообщаеныхь вии ускоремй. 

_Незостоянными кли перемтиными однородными силами 
мы будевъ называть тавя, которыл, хотя и сообщають вофяъ 
точклиъ свободнаго "вла взвимно-равныя и нараллельныя ускорена, 
но величины этихь уекоревй в ваправленя кхъ измфияютея съ 
теченюжь врешени. 

Всякая постоянная или непостоаниля однородная снда, будучи 
приложена къ свободному иатерьяльному твлу, находившенуся въ 
абеолютрокь моков, нли въ абсожютвонь постуначельномь движе- 
мя по инерни, кообходкмо сообщить отит тЁлу изкоторое поету- 
пательное движение *). 


+) Весъиа зегко довазаль, что, ирь сказаннихь условёихь, лишя, соедв- 
няющан каждыя ду точки тёла, сохравить свою длину в направлее во 
все времк хвиженя тд. 

Пусть фа 9» 8: К К» Эн $ суть координаты ивухь вакихь-5ибо точевъ 
зв в шоменть Е а. с, ий, В» с. коорхиваты яхъ въ моменть &, 5Ъ 
хоторый начала хВйетвовать на тёхо одвородная сила, 

Такь вакъ, вт. важлый моженть дёйств!я однородной сизы, ускореных 
зсёхь точевт тёза равны и паралезьяы, то: 


Фе. Фу, Фи. РФ. 
Г а? а авг’ а де 


Помножизъ эти равенства на 41 в интегрируя ихь въ нредфлахь оть 
& до Ь мы получимы 
Фа: (р, — ды 9—9, = (9 9—2 —@ды 
тд (22). 93). ды Зо (ды 1» овначаяугь проэвщя на ося коорхивать 
«воростей обфихь точекъ въ моменть #; такъ какъ въ этоть моменть веь 
точян та, по прелпозожен, имфють скорости равныя и пзрелжельныи, то: 


а ря У УНь= 
Помноживт эти равевства на 4# и интетрируя ихь въ предфзахь оть 
& до чы получимь 
ии ьиЬ-е. 


Эти равенства и вырежають, что знн, создиияющел 06 точяи, сохро- 
няеть свою длину и направлев; а это можеть быть только при зостты- 
тедьномь движены тзз. 


_э9- 


Въ настоящей гльзВ ны будешь говорить тольво о тахъ олучаяхь, 
въ которыхь натерьяльныя тёла, подверженных эВйетнтю однород- 
ННХЪ СихЪ, Находятся въ ПОкО№ ан въ постунательномь двежеви; 
токоря здЖеь объ усвореши или о снорости одной изъ точекъ твла, 
хы кожзиъ подразумвнать произвольную точку его, такъ какъ всё 
тозкя тВла, движущагося постувательно, ивфюРь въ ОДиИЪ и ТОТ 6 
хомонть времени одинаковый ускорена и одинавовыя скорости; въ 
виду этого, для сокращения рьчи, вибето того, чтобы товорить: 
«екорость и усворее ифкоторой точки тЬла, движущагося постуив- 
‘тельно›, мы будежъ иыражаться короче: «екороеть и ускорене тва». 

Нодожамъ, что въ вашемъ распоражени имфотся нфоколько 
одноредныхь сих: 


1 и м 3..... 


ЕОТорыя, по Пашей волф, могуть быть приложены къ одному я 
току же свобожноиу матерьяльноиу твлу „А, находящемуен, до 
приложомя въ нему сихь, въ поков, или въ поступательнонь 
движени по инерщи. Предполагается, что шожемъ приложить важ- 
дур ЕзЪ этихь снль порознь, отдёльно оть прочихъ, и что ноженъ 
также, вели понадобится, приложить ифеколько изъ этихь силь 
одновременно къ тент же тфау А. 

Прихагая въ тВлу А каждую изъ этяхъ сихъ отдёльно оть вро- 
чихь я ваблюдал поступательное движене, совершаеное этимъ тё- 
дожь, иы можешь, по виду движеня которой-либо изъ точекъ его, 
опредфлить в0 веякй кошенть движеня величину и направлено. 
Ускорешя, сообщденаго умоя однородном снлою вефиъ сочкаиъ тВла. 

Изъ тавихь наблюхенй, похожихь, окажется, что силы № 1-й, 
№ 31, *34.... ‘ообщають тВлу Ч ускореня неодивакогой 
везичины я неодинавоваго направленя; пратомь въ чиелз$ этихь 
ить могуть оказать какъ постоянных, тавъ и пережённыя одзо- 
фодвыя силы. 

Видя такое различ!е въ количественном откощени между хЁЙ- 
ЕТВМИИ ЭТИХЪ СИТЪ Па ОДНО и ТО 26 ТЁЛО, ИЫ ВИравВ ЗАКЛЮЧИТЬ, ЧТО 
существуеть иъкоторое количественное разхич!е и ръ сажыхь сихахъ. 
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Тавъ какЪ мы не знаень существа сихъ, & только ихъ действ, 
то намъ приходите составлять еебф количественное представление 
© вилахь по производижимь нии действиям, то есть по тфиъ усво- 
ревяит, которыя опф сообщают свободному матерьяльнову т%1у. 

Мы представляемтъ себ, что одкородно-приложенныя 50 веякому 
т8лу силы диЪють, подобно токореняиь, величины и маяравленбя. 

Значен я отихь понт мы выразкиь савдующиия опред®- 


ОпРкдьлЕНЕ 4: Подь НАПРАВЛЕЩЕМЬ СИЛЫ, ОДНОРОДНО-НРИЛОЖЕННОЙ ЕЪ. 
ЖАЕОШУ-ЛИБО ТВЛУ, ШЫ ПОДРАЗУМЪЕАКАЬ ТО НАПРА- 
ВАНИЕ, ПО КОТОРОШЕ ОНА СОФБЩАЕТЬ УСКОРВИЯ ВОЪИЪ 
ТОЧЕАШЬ ЭТОГО тЬдА, КОГДА ОНО СВОБОДНО. Постояв- 
НАЯ СИДА НЫЪЕТЬ НЕИЗИЪУНОЕ НАПРАВЛЕНИЕ ВЪ ПРО- 
СТРАНСТВЪ. 

ОпредълешЕ 5: Силашь, ОдНОРОДНО-ПРИЛОЖЬНИНИЬ ЕЪ ОДНОМУ В ТОМУ 
зкХ ТФШУ, МЫ ПРИПИСЫВАВИЬ ВЕЛИЗИНЫ, ПРОПОРЯЮЩЬЬ- 
ЗЫЯ ВЕЛИЧИНАЖЬ ТВХЪ УОБОРЕВВ, ЕОТОРЫЯ О5® ПОРОЗНЬ 
ЧООБЩАЮТЬ ЭТОШУ ТЪЯТ, КОГДА ОНО СВОБОДНО. Иостоян- 
НОЙ СИТЬ, ОДИОРОДНО-ПРИЛОЖЕННОЙ ЕЪ ТЪлУ, МЫ ПРИ- 
иНСЫВАЕЕЬ ПОСТОЯННУЮ ВЕЛИЧИНУ. 


По 2-ну опредфленю $ читленное отношене между велачи- 
нами двухЪ постознныхь вли непостоянныхь сихъ, однородно-при- 
лагаеныхь къ одному и тому же тЬяу, ревнлетсл численаому отно- 
шенть жежду величинаии ускоревй, сообщаещыхь ями этому тату, 
вогда оно свободно. 

Пусть овлы № 1-Й и № 2-й суть силы зостоанныя; перев 
сообщаеть тёяу Л ускореше 9, по опредёлезтому направлению, 
вторая — ускороше $, ло иному направлению; нь основаны выше- 
свазанваго мы заключииъ, 370: 


{Ведичява сплы 62) 5, ® 
{Величия визы 1] те" 


лв 


(Веннчина силы № 2) = Вия. мая №1)... @) 


Отнавительно непомозвныхь ознородиыхь сихъ намъ прилетел 


и — 


Заключить, 970 онф ниВютЪ величявы и направлеюя, измняющися 
съ течешемъ времени; но, въ каждый опредфченный мощенть вре- 
мени, воявая ‘однородво-прилотаехая къ 1Ъ2у А сила иметь 
опредёленное направлене, совпадающее съ направленемъ ускоре- 
НИЙ, сообщаемыхь вю вЪ этоть моменть веВиъ точвамъ этого сво- 
бодваго тЬла, и опредвленвую величялу, часлевное отношеше ко- 
торой въ величин силы Л 1 равно: 


ТдВ © есть величина ускорешя, сообщаежаго сбазанною силою 
тфлу А въ разежатривземый моменть времени. 

Тавимь образомъ ны состьвляемь 66% предетавлене объ отво- 
ситежьной величин® разлычныхь сялъ, однородво-прилагаемыхь къ 
одному и тому же тВлу; ин можежь сказать, что изибраемъ велн- 
чины этих силь зеличаною одной изъ нихъ, подобно тому, как 
жы иззфряемь длины —едикицею дличы, екозости —едивииею схо- 
робтя и ускореня—единицею ускорена. 

Величина каждой однородной снлы, прилагаехой въ тёлу 4, 
выразится у насъ именованнымь чвеломъ въ везичин® той изъ няхъ, 
зоторую ин пряпемъ за единицу этихь снзь; тажъ, нвпрныбрь, 
иженованвыя числа: ` 


ь Ы (Велич. вилы № 1- у; # $ (Велач, ензы № 1-й) 


выражають везичины силъ № 2-й и № 3-Й въ величнав силы 
№ 1-й; знакь: —(Велич. снзы № 1-й) есть снмволъ, означаюрий 
величину силы однородно-приложенной къ тёлу 4 и сообщающей 
ежу уекорвнв $, отвошеня же: 
& 
Ро 


суть отвчеченныя числа. 

Для боле кратнато обозначеня велачин и направлений раз- 
дачныхь снль мы примемъ буквенныя обозначеня; & именно, ве- 
личивы снхъ однорожно-прилагаеныхь вЪ тёлу 4 м обозначниь 
саАТЮщимЪ образомь: 
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РА д буяать озвачать величииу силы № 1-й сообщ. тв ду .4 ук. 5, 
РА . ” „ №28 , „4, 
А я , ” „ №5, „Ар 4 


Надо нить въ виду, что оти символы означакигь именован- 
ныя числа, еднияцею нанменованя Боторыхь служить величина, 
изображаеная олвимъ изъ этихъ же синволовъ, численных же отно 
темя между вехнчиваии, изображаеныик этими сниволами, суть 
отвлеченных числа или дроби: 


Е, _+,. Ра 
ти=: Ри 


Направлентя вить условинея обозначать тёмя же самыми зна- 
ван, каЕЪ и величины снлъ, подобно тому, какЪ мы обозначаемъ 
одною и тою же буквою зеличину и паправхене ускоревзя; поэтому: 


603 (РТ д›Х), 608 (РЁ, У), 608 (21 1,2) 


Фудутъ означать коснвусы угловъ, составляемыхь съ осями коорди- 
нать каправлемень силы № 1, однородво-приложенной въ тфзу 4. 


Величииы охнородныхь сизъ: №№ м, (#1 1), @--2),..., 
прилагающихел къ другожу тёлу В и сообщающихь ему ускореня 
Фи бы» Яыаь...- Выражаются, на осяовави опредёленя В, 
въ величин одной изъ этнхь же нь. Означинь вехичины в нАпра- 
вленя ихъ сичволачи: Ри р, Н(и--1) в, (И--2) в,..-.; БажЖЫй 
ЯЗЪ ЭТИХЪ СВИВОЛОВЪ, КОРДА ОЖЪ еСТЬ ЗВАБЪ величины вилы, предста- 
зляетгь Ъвоторое ииенованное чиехо, еднннцею ивименонаня вото- 
фаго служить величина, изображаекая однимъ изъ этихь же сим- 
воховъ (наприифрь, Рз в-=везич. силы № л); численных же от- 
ношемя между величинаив этихь сизъ суть отвлеченщых дроби: 


Кава быдь КА ба 


уознньь: - 8 


Ти 
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$ 3. Начало параллелограмма силъ, однородие-прило- 
женвыхь къ тёлу. Силы составляюния и равподйствую- 
жая. Равиевфею силъ. 


Въ предъидущемь параграф, говоря о дЪйстьш из свободное 
тво сихь однородно-приложенныхь въ иему, мы предполагали, 
370 КАЖДВЯ иЗЪ ПИХЪ жожетъ быть прикожева къ тёху или отната 
оть него по нашену желанию; при тавомъ услов]н мы ножежь под- 
вертать тёло дёжстью важдой изъ однородных сих зъ отдфяБ- 
коетя. Однако ветрёчаются тавя однородныя силы какъ наприиръ. 
силы тяжести, которых постоянно призожены въ тёлу и отъ вляня 
воторыхь мы в въ состояли освободить то; въ такихъ слу- 
маяхъ придется керфдко разенатривать движене тфла при д%й- 
ст двухъ ‘ини нвекольБихЬ однородных сихь, одновременио- 
призожентыхь къ твху. 

Одновремевное дфйстве ифеколькихь одновременно-приложен- 
иыхъ къ тёху силь опредбляется слёдующинь основныхь прии- 
Циожь механики: 


Основное наЧАЛО В: УбБоРЕНЕ, СООБЩАУИОЕ КАЖДОЙ ТОЧЕЪ СВОВОДНАГО 
ТЬЛА НАСКОЛЬБНИИ ОДНОВРЕШЕННО-ПРИЗОЖЕННЫМН БЪ 
НЕВУ ОДНОРОДВЫМН СЕЖАШН, ЕСТЬ ГЕОЖЕТРЕЧЕСКАЯ 
суша *), СУБТАВЗЕННАЯ ИЗЪ ТЬТЬ СаШЫТЬ УбБОРЕ- 
1, КОТОРЫЯ СООБЩАЮТЪ ЭТИ СЫЛЫ, ПРЕЛОЖЕННЫЯ 
ВЪ ТЬШУ ПОРОЗНЬ. 


Иначе говоря, это пачало утвержизеть, что каждая изъ 
одноврешенио-приложенинхь однородвыхь силъ сообщаеть тёлу 
Таюрею той же величяты и того же нзправленз, какъ бы она. 
АЗйствовака. отдфльно, и Что веБ тавя ускорешя, сообщаеныя 
одновременно одношу тёху, слагаются геошетричесия въ одно уско- 


*) Вь $ 32 кинематической части этой внытя объяснено было значене 
деометрическаго сложена; кромЁ того въ 70й части намъ стучатось неодио- 
кратко говорить объ этомъ дБЯств, какъ въ примфненн къ скоростямъ, 
такь и въ примфиени къ усвовеншжь; поэтому мы здЪсь нредпозагаеиь, 
что смыехь этого термина совершенно понатену читатекю. 
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ревю, хЪНствительно приннизеное своболнымь тёложъ; конечно, 
ВоВ точь тфЕз получають равныя и паралжельныя геометриче- 
«ви-еложныя ускореня, ТАБЪ КВЕЪ 80% приложенных къ тВзу силы 
предполагаются одзородЕнмя. 


Ускорене, сообщаежое свободноху тВлу нфоколькиин однород- 
вым силаши, приложенных къ нему одновременно, кожеть быть 
сообщено ежу одною одвородною силою, которая называетех равно- 
Оъйствующею этихъ силъ; эт же сны, Шо ОТНОШеЕНО ЕЪ ихЪ 
равнодвиствующей, называются составляющими сизани. 


Основываясь вв назалв В, вы можеиъ выработать правило для опре- 
Ален вехичины и ноправлени равнохёйствующей по зелячинамь к на- 
правзешиыь составляющихь сить, 

Йредпоюжниь, 410 БЪ 1%1у А одновременно приложены однородны 


сли: 
№2 мз....мЬ 


© величинахь и направкеняхь которихъ мы говорили въ иредъидущемь 
параграф; есля тЬхо А свободно, то, шо началу В, оно получить такое 
`овореше $, проэкши котораго на осн ноордянать будуть равны прозвпуамь 
в нихъ уокоренй 5, бр... #5 19 еты 


9 @Х-, св (6, Х-Е 8, сон (8, Х)-.. Нбр, Х) 
$ ео (5У)=%, св (8, У), сов (6,У)-...--9, с03 (6,5)... (4) 
$ виз (22)-=9, сов (9,2)--8, оз (8,2)-+...+ 6, 608 (6.2) 


Усворен!я #,„. $, . .. - ь суть тВ самыя, которыя сообщаютея свобод 
вожу дыу Л силами № 2, №3,.... № вЪ отяёльности; поэтому; 


и, ...- 6) 
паправленя ихъ совезлають сь нанравхеными этахь'си2Ъ. 
©ов(5,Х) == сов (Р2.л,Х), сов (9, Х)-=сов (РЗ, Х), 
воз ($, У)-е0в (Раду), сев (6, У) ев (РУ), р; ... (6) 
ов (5.7) ==с08 (Ра 4,8), сов (5,И)-четь (РЗ 4,2), 
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озбдовательно, можно представить равенства (4} езфдующимь образоиь: 


$ соз ($Х) 


= ле Х) +... Рен В ьХ)) 
Феов(бУ) — (Родео , У)... Еда, 7). (9) 
Фон (2) = (Родео „В... Еее Ед) 


Усворсне $ можеть быть сообщено свободному тёку А одною одно- 
фодно-приложенною къ нему сизою, напразлев!е которой созчадаеть съ 
нзправлещемь $ н величина которой равна: 


эта сила Ид и есть равнохфйствующая соетавкяющикь однородныхь сыхь: 
Ед, РЗд,... ЕЖА. 


Такъ какъ, по нашему знакоположению, знавъ Ед служить дхя обозна- 
ченён не только величивы силы, но ещо п ея ваоревлевия, то; 


сов (©Х)==е08(Р.Х) 
03 (ВУ) вов(Р и, У). „ие ененень. (8) 
сов (22) = е08(Р 1,2) 


Ва осповани (8) и (9), изъ равенствь (7) озёдують равенства, 


або Р АХ) == РЯ дон? ,Х) + РЗ дев +.. 
В -01799 
КдрАУу- ‚деевСРа л,У)-Н РЗ дев РЗ ,У)-.. 
. НЕЁ деоз(Р д, У) 
Едеоз(Е 7) == РЗ 46032 1,2) -- ЕЗ дсов( РЗ 4,2) +.. 
РАДЕ, 2) 


ь. 68) 


выраждютуя ведичкру в папревлето роводдвстьтющей: ик. везичинахь 
к иагравленяхь составзяющехь сил. 
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Величины н нзаравленя сил, охнородно-иризагаеныхь къ тфлу, ножно 
оображать даннамн, откзадываенныя по направлевнянь снлъ оть какой- 
1860 одной и той же точки тёла; каждая длнна должна быть во столько 
разь боле едиинцы длины, во сколько разъ величина изображаеной ею 
синь бодфе зеличнны той снлы, которую мы прнналн 38, единиву сяхь, 
прялагаемыхь ЕЪ этому тьлу. 

Изображая силы даннами, мы можемъ поступать съ ании какъ съ уско- 
решяих, то веть проэктировать ихъ на наираихеня иле на плоскости и 
производить надъ нимя геометричесыя сложешя и вычитания. 

Прооквею смам Ед па 06ь Х мы нззыраемь снлу, чифющую зели- 
чнну: Ед 603 (РдХ), и вакразденную паравлельно положительной или 
отряцатезьной сен Х, смотря потому, нифегь ды с0з положительную изн 
отрицательную зехичииу. 

Брокщя силы Ед на ось Х изображается проокщею на ту же ось 
длины, предетавлающей эту силу. 

Каждое изъ равенотвь (10) выражаеть, зто проавши на одну изъ 
окей координать раввохфйствующей Ед равна суми$ проекциВ составаяю- 
щяхь сить РЭ, РЗд,.... Ид 

Изь этого сяфхуеть, что длины, изображающёя снхы РА, ва, Ед... 
.. РЕД пыфють чаюн величины к направления, что изъ хин, равныть и 
параллельныхь имъ, иожно составить заменутый многоуольниеь. 

Свдоватетьно, дамна, изображающая ровнодйствуюиую Ед, есть 
зеометричевая сумна длинь, изображающиль составляющия силы: РЗ д, 
„ЕЗА.:-.- РЕд- . 

Если къ твлу одновременно приложены только дюф однородных сизы, 
то равнодёйетвуювая нхъ изобразится Матональю паразлезограмыя, сто- 
роны котораго изображають величины и ваправтеня приложенныхь къ 
ту сихъ. 

Цобтроен:е хлвиы, изображающей рамнодьйствующую вфоколькихь 
сить можяо сдфлать носхьховзтельнымь образом: сначала постровть, зо 
правилу параллехограниа, равнодёЙйствующую двухь нзЪ ириюжевныхь 
въ ТЫу сихь затёмь ва полученаой дльнф-и па хлни, изобрежающяй 
третью сижу, построить новый паразлевограммъ, дагональ котораго изобра- 
знть равводфйствуюищую трехь сшкь, м т. д; такиит обрезюше оирехфленге: 
вохичыны к направлена раннодёйстиующей ифоволькихь однородно-прихо- 
женныхь къ ту сихь сводится па носябдовательное приифлене правзля 
парюшологремиа; ветьдетее эхото осноьное начело В инзыцають зачаломь 
пораллезозрамма сил. 
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ели равнод®йствующая охнородныхь енть, одновременно пря- 
ложенныхь въ одному и тому же т®лу, равва мую, то тогкн то 
не пожучаеть отъ совокушнаго дёйстия яхъ викакого уедиреня; 
въ тавихь случаяхь говорить, что силы взаимно-иравновтии- 
ваются или находятся въ равновьяи. 

Съюбодное илторьяльное тёло, въ которому одновременно ари- 
ложено нфекольво однородныхь взаижно-уравнозЪтивающихся ель, 
если не дефориаруется, то вребываеть по ннерши хибо въ вбеолжиг- 
номъ покой, дибо въ абеолютномь ностумательномь движени, пря 
Боторомь всё точки его движутся ровноифрно и пряжолииейно. 


Равнов®ые однородныхь сны Р14, Юл, ... Ррд, одновременно 
призожениыль къ тёлу 4, выражается пналитическя равенствами: 


Лео! „Х-НРО бов д,Х)--.. Е Ер леов(Ер ›Х)=0) 


Ес ‚УЕ де Ро ,У) +... рдеов( Вр д,У)-=0,(Н) 

ЭАоо(Е1 д») РЗ де? „Ру... ЕрлкоРр „0 

воторыл могугь быть звыфнены енмволическимь равенством: 
Ра, ,+... + Рра=0,....... #2) 


выраждющимь, что геометрическая сумый ддинъ, изображающихь уравно- 
въ шивающуяея силы, равна ну» 

Точно также разновёае однородныхь сикь № и, №, №%... №4 
одновременно приложенных къ свободному тфлу В, выражается скфлуи- 
щикх снизолическиыь равенство: 


ав + .... РИО... 3) 

$4. Силы изаимнельйстия. Начало равенетва одио- 

РДНЫХТ и противооложныхть силь пзаиинодьйствия. 

@тношене между величинами одиоредныхь сихь, ириле- 
женныхь къ различнымь твламъ. 

На овпованш вачахь и опредфиени, вриведеныыхь мъ предыху- 


щить вараграфахь, мы изибрасхь унслоннях отрещеря между веля- 
чянаия однороджихь сить, нрилагаеныхь въ одлонт и тит Жо ТВТ. 
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Теперь ин приводежь начало, на основания которато жы изий- 
раомъ отношешя между величннаии однородяыхь силь, прихожен- 
ныхъ къ разныиь твязиъ; ЭТО МАЧАЛО ОТНОСИТСЯ КЪ СИДАМЪ ВЗАЯМНО- 
ХЫютыя можду тблаши н опредёляеть поняте © равныхь одно- 
родныхь енлахъ, приложенныхь въ двушъ разнымъ тВлаиъ. 

Изучение свойствь тёхъ сихь, хВйстыемь которыхъ объясняются 
аваеня природы, показало, что волячиия я ваиравлеве всявой 
сины, приложениой къ какоку-либо изторьяльному тёлу 4, мА- 
хедятея въ опредвяенвой зависимости оть положешя, занихземаго 
по отношению кз твду А ивкоторыиь тёлошь В, въ котором 
вавъ будто бы важиючается источиихь силы, призоженной въ 4; 
одновременно съ сихою, бриложекною къ А и ияфющею свояиь 
источаикоиь тёло В, поблюдается сила, приложенная въ Ва 
иывющая свонмъ источникомь тёло 4. 

Эти одновременный свяы, дёйэтвуюния между тёлани, назы- 
ваютея сизани взаминодьйствя шежду ииии. 

Вев силы префоды суть силы вззнниодайствя между тВаани. 

Межку тЬлахи конечныхь разифровъ, находащимиея въ ко- 
нечныхь разстоящахь одво оть крутого, силы взаимнодёйствя 
бывають по большей части силами неоднородно-приложенными 5Ъ 
тЫяакъ; чёиъ меньше разибры тёль и чвыъ больше разетояяы 
нежху нии, тфиь ближе похходять эти силы въ однородности. 

Представим 06%, что нифемь так1я тёла, иожду которыми 
взанииодйстья суть СИЛЫ ОДНОрохныя, ТАЕЪ что кЪ тблу А пря- 
зожена однородная енла, величина и иаправлене которой зависять 
оть относитежьнаго ноложеня тёха В во отношению въ тёлу А, 
я вЪ 10 же врошя къ тёлу В приложена однородивя снда, вели- 
зияа и направлоще которой завиеять отъ воложенйя тыя А ю 
отношеню въ тбяу В. 

Така силы взанияом тия жежду ддушя дани 5 пред- 
золагаеиь равными между собою, если навравиеня ихъ прамо- 
противопохожны; это продноложане составаяеть сущность одного 
иЗЪ МАЧАЛЬ ИСХАНИЕШ, Которое шы выразииь табъ: 


— 19 — 


ОсвовноЕ наЧАЛО С. Коли ВЗАНЕНОДЬВОТЬЯ ШБЖДУ ДВУИЯ ТВЖАШИ СУТЬ 
СЕХЫ ОДНОРОДНО-НРИЛОЖЕННЫЯ ВЪ НЕЖЪ и пРяжо- 
ПРОТИВОбОЛОЖНЫЯ ОЖЕК ДРУГОЙ, ТО эти СИЛЫ 
РАВНЫ ПО ВЕЛИЧИЕ. ^^ 


Пренявъ ото начало, мы иожемъ опредёлать численныя отвоше- ° 
н:я нежду величинами какнхъ-либо однородныхь снтъ, приложен- 
чыхь хь тёлань А и В, вели взанмнодьЙетвия нежду этими тзланя 
буть силы однородныя и прямонротивоположных хотя бы прз ифкото- 
ромъ одномъ только опрехвленвомъ отиосительномь положеня ихъ. 

Положимъ, что эти силы взаминодвйотыя сообщають: тёлу А 
ускореню ЭВд я тфлу В ускореше Аз, 

Пусть Ед, Р2д..... означають, но прежнону, велячины 
однородныхь" вить, прилатченыхь къ тёлу А и сообщающихь еиу 
уоворешя 9, 5,,.....; воличивы этахъ сить могуть быть равноны, 
ил ословавии опредёленя $, съ величиною свлы, собщающей твлу А 
ускорене ЭВд; означимь черезъ {В / величину этой силы; будемъ 
иизть равенства: 


уе (4) 


Пусть, дал, Рив, Ее Иь,..... озвачають величины 
иль однородво-прялагаемыхь къ. твау В и сообщающихь ешу уско- 
Фемя 9, Энни... ; овизчимь черезъ [Ар воличиву силы, со0б- 
щающей тому же тЪлу ускореше Аз; подобно тоду, вавъ и ды 
ла А, будежь нить равонства: 

Ме а Мы в, (15) 
в >: Ва 9 °-° ы 

Изъ радовъ равенствь (14) и (15), принавъ во амямаяа, 

что, на основания начала (): 


ВА Мь, 
кы получинь слфхующия выражена чисянаныхь отновенН жедду 


велачавами. одвородняхь: сить, приложенныхь къ еАлаиь Ви А: 
. 2* 


Езв_ (984) Ев 2:84; га иачнунне ..- 


д 548) РАВ $4? 
* О: Ин $ 0: . 
Я, Пан. ...® 


Отсюда ВНдНО, что численное отношене между зеличинаии 
духа однородныхь силз, одна изо которыль приложена кз пылу. 
В, а друая кз ттлу А, получается чрегь умножеще чиелен- 
знаю отношещя между селичинами ускоренй, сообщаемыхть, 
этими силани, на постоянную для этой пары тъль дробь: 


хоторая представляетз отношене между ускорешяни, сооб-. 
щаенымы тялань А и В силаиы взаиинодийстия мёжду 
ними, однородными в протиноположными, в потоку и рав- 
ными между собою. 

$ 5. Равиыя одиеродныя силы и силы, сообщающья 
равных ускореня различиымь тёламъ. 

Двф одиородныя снлы, приложенные вЪ одношу и тому же 
тТЬху, иибмуть равных величины, есжи равны ускорния, обобщае-— 
иня них этоиу тАлу. 

Двф же однородный енлы, призожеяныя къ разнымъ тВхаиь. 
к сообщающы ижь одинаковых ускорешя, вообще товора, не равны 
пежду собою; изъ равешетеъ (16) видно, что отношеню иежду 
вожичяклих Ср и С) свль, сообщающить тёзань Ви Л уско- 
реню 9, равно дроби (17). 


а... рН.) 


Для тото, чтобы вехичина Фр охнородной силы, приложенной къ 


тыу В и сообщающей ему ускореше Уз; равняньсь величии Ф 
охпорохлой свлы, приложенной къ тёлу А и сообиающей виу уеко- 
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ен Ул, необходимо, чтобы воличина. Фр быза во столько разь 
Фолве велачины {А р, во сколько разъ Ф, болфе Вл; для этого 


‘ускорена 7 к Ув довжаы удовлетворять слфдующему равенетву: 


Я 
Ав ЗВд’ 


Жоторое можно предотавать такъ: 


А... (9) 

Сивховательно: 0% смлы, одна м35 которыхь однородно- 
прыаожена кз тпчу А, в друая кз тъау В, инпюиа равныя 
челичины, если отношене между ускорещнии, сообщаеными 
ини зиьчам Ди В, равняется дроби (17). 

Кром того замётииь, что дробь (17), которую и означень 
черезь (В.А), ножеть быть предотавлель: 1) кавъ отвошене между 
уокоренями, сообщаеными тёламъ А и В вакижи-либо разнычи 
чежд] собою однородными снами, приложенныии въ этимъ тфдамъ, 
2) вакъ отношеню между величинаии однородных силь, прило- 
женныхь въ тёхлиь Ви АД и сообщающихь ииъ рокиыя ускорения. 


(в4)”— а я Зв. 9 


$ 6. Величина силы одкоредяе-приложонней къ Тау, 
завиа сумиз величииъ едиоредныхь силъ, нриложемиыхь 
хе веЕнъ частямь тфла. 

Пусть яифеиъ иБкоторое тью К. 

Позюжииь, что для сообщешя ему убкорешя © вахо призо- 
Жить къ иешу одрородвую виду, икфющую неличину С/х. 


*) Порядокъ размбщеныя буквь Ви А въ спыволф (ВА) сбдующиЕ: 
начаза постаыень знакь того ть, скорое которато нахожится въ энь- 
мезател®; здесь эго-тЬю В, текореше котораго: Ар я Ру. 
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Бели отдфлинъ отъ тбяв ифкоторую часть а, то, для сообщение 
этой части ускоревя той же величины %, вадо будеть однородно“ 
призожить къ пей силу, унФющую величину (/, женьмую @х. 

Раздёлииь твло К на части: а, 0,с,..... № в опредвлииь. 
воличины С, @, @,..... бь однородныхь евль, сообщелищить, 
этниь Частямъ ускорене той же зеличины 9. 

Жстественио допустить, что когда всв части а, 6, с,.,...й00- 
браны выфотф, образуя тВло К, которое подвержено сид® Ск, с006- 
дающей ему усвореше $, то тогда &Ъ частЕ а однородно приложена 
по 10и{ ве ваправлению сиза С’, къ части 6 —саль (/, БЪ ЧТВ 
с-вла @,..... къ част А вала С’, и что воличяна силы Ох 
равнхется суниЪ величинъ сяхъ, приложежныхь въ Частямь 4,6,0,...й. 

Какъ хи остествеино ото допущени, хо оно ве вытеваеть изъ. 
приведенныхь выше вачаль и опредвленй; 8 потошу иы должны по- 
СТАВЕТЬ себ мл видъ, 910, для его, шы вподниу садующее вочано- 


ОстовыоЕ ваЧАЗО РХ Вуличийх ОДНОРОДНОЙ Сиды, СООбЩАЮЩЕЙ ТАЛУ- 
” БАБОЕЛИБО УСКОРЕНЕ, РАВНЯЕТСЯ СУШиВ ВЕЛ 
ЗиНЪ ОЖНОРОДВЫХЬ СИЛЪ ТОГО ЖЕ НАПНРАВЛеНЯ, 
СООБЩАЮЩИТЬ ТО ЖД САМОЕ УСКОРЕНИЕ ЧАСТЯМЪ. 
ТЪЛА, ВЗАТЫМЬ ВЪ ОТДВЖЬНОСТИ. 


На основавЕ этого начала: 
вк-@, + ба. +... бы анна #1) 


ТВК, Ча бы Чо. с; Фь ЯВ ВЕЛИЧИНЫ ОДВОрОдНЫхЬ СИ 
одного я того же вапралленя, сообщающихь т КЕ чвотаиь 
его: а, 6, с,..... №, ваатыиь вф отдёльноети, ускореве $. 


Изъ этого слжуеть, что: 
(К Аа) А)--щед)--....-- А... 2%) 


потому что 


кк; водуаа;. а, 
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тдё д веть величина однородной силы, сообщающей тёлу А 
уеворене $. 

$ 7 Масса тбла. 

Зсли дхя двухъ вавихъ-либо тёль А и В отвошене 2(В4) 
пе равно единиц, то ото овначаеть, что еноообность этихъ Въ 
&ъЪ воспринятию хёйстыя однородныхь енд неодинокова; равныя 
чилы сообщають ииъ не реввыя ускорентя я для сообщеяя хиъ 
равныхь ускорений должно приложить въ нмиъ неодинаковых сялы. 

бъ другой стороны жы знаежь, что матерьяльное т%хо, ия- 
ходящееся вЪ поступательномь движеши, кыфоть, по свойству 
ннерши, стремлене сохранять воличину я направление своей еио- 
роетн абеолютнато движен!я; такое стремлене иы будемъ называть 
нертностыю тбл. 

Инертноеть тёла есть свойство противоиоложное способвоети 
его поспрянимать дВйстве однородных сихъ: чёиъ ботыше яверт- 
вость тела, тАмъ меньше вышеуноманутая способность, и образо. 

Слёдовательно, кнертность двухъ т%лъ Ля В неодивакова, если 
ВА) не разно единиц; большею инертностью обладреть то изъ 
этихь двухь тЬль, которое похучаеть можьшее ускорене при той 
же зехичикВ приложенной ениы и которое требуеть большей сихы 
для сообщена сиу ускорена, одинаковаго съ другимъ тВлошъ. 

Поотону, отпонене иожду вехичинаии инертвостей тёль Ви А. 
полагають равныиь дроби 2(В.4), то есть равныиь отношено нехи- 
чин @р я @ д однородвыхь сн, сообщающяхь равных ускореши 
этииъ тхаюъ, или отвошеню величниь 7. и Ув ускорешй, в00б- 
щаемыть тёзамь Ан В однородными снхьми, развыми иежду 
вобою. 

Чёиъ большое янертнесть тбла, тфиъ больше въ неиъ того, что 
обладаеть свойотвомь аверщи, то есть матери; поэтону, по вези- 
чинь кнортности тёла судять © количеств® ззвлЮчаЮЩейся въ 
цежь матори, волатаз, что (ВА) есть отноше количества ма- 
тер тАла В къ количеству натери тёль 4. 

Кожичество малек тёль назьваетья массою @го. 
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ФпРедажнитЕ ©. ОТИОШЕИ МАСС ДВУГЪ ТЬЛЬ ОБРЬТНО НРОНОРДЕОНАЗЬНО 
ЧТБОНЕНТ УСБОРЕНЦ, СООБЩАЕМЫХЬ ЭТИВЪ ТВЖАМЪ ОДНО 
РОДНЫМИ И ПРЯМОПРОТЯВОПОЛОЖНЫМИ СИДАЖЫ БЗАНИНО- 
АВйСТВЯ ИБЖДУ НЕЕ, ИЛИ ВООБЫХ КАЕНШИ БЫ ТО НИ 
БЫЯО РАВНЫМИ ШРЖЕУ СОБОЮ Силаии, ОДНОРОДЕО-ИРИЛО- 
ЖЕННЫШЕ БЪ ЭТНЫЪ твлаиЪ. 
Вкъсть СЪ ТЬЖЪ ОНОШЕНЫЕ ШАССЪ ДВУХЬ ТЗТЬ РАВНО 
ОТНОЩЕНИЮ ВЕЛИЧИН ОБНОРОДНЫХЬ СНЕ, СООБЩАЮЩИХЬ 
РАВНЫЙ УСКОРЕШЯ ЭТЕМЪ ТВЯАИЪ. 


тдВ три м) означають шасеы тёль Ва А. 

Означииь чероь жк, т.) 9, м,,..... Ть ивббы тВла Ки 
чветей ето: а,6,с,..... В; ва основан послёднато опредфленя, 
равенство (22) можеть быть представлено нодъ сяёдующимь видомъ: 

ыы ы 


м, 
РЯ НЕ + 


и отеюда схбдуеть: 
ИН, НН... Нине. [2 


то ебть: масса тир равна сунм® нассе вст: частей езо; это 
даеть намз право зоворить, чо масса ттыма, поняте 6 ко- 
зтороё составляется, на основини опредплещя. с, по величинть 
чнермносты зла, есть колычество матери, заключающейся 
65 тыл. | ` 

Поз овьзаннаго въ посфлиихь параграфахь, чиелениое 
отяошене между величинаии Гр и Ед однородныхь силъ, при- 
зоженныгь въ тёадиь Ви Д я сообщающихь ииъ ускоревм 9 
х бл, выразится такъ: 


а 
и. 


. 25) 


10 есть: численное отношене между велыминами деута одно- 
родныть сыдз, одна изё которыль приложена ка зу В, в 


— 2% -— 


Эруая из тпзу Л, получается чует умножеще численнаю 
отнощеня между величинами ускорена, сообщлемыхь этиии 
силани, на численное отношене маесь ттаа. 


$ 8. Единица массы. Единина величины силы. 

Изъ формулы {25} видно, что дяя изыфрешя зеличинь сил 
яадо немфрять ускорешя и изесы. 

Изибрене изесы какого либо тВля иибетъ далью опредфанть, 
зЪ какомь чиелениовь отношеши находится масса тёла БЪ еди- 
ииЦБ изесы. 

Въ научиыхь изохёховашяхь чаще веего употребляются фран- 
жузевя еднняцы илесы: кихограмиъ, грамиъ, миллиграмиь, Кило- 
трамиъ веть масса, равная илсе платиноваго пилилира, храая- 
щагГося въ говударственноиь архизё Франции н изевфетнаго подъ 
иженемъ: 1е КПовташие ргоцбуре ев р]абше ез АтсЫуез; при 
изтотовлоши его иифлось въ виду едЪлать маесу его равною масс 
хубаческаго децииотра чистой воды, амАющей теншературу 4° 
Цельуя и находящейся подъ нормальным *) атвофернымь давхе- 
немь; но, шо наблюдешамь Купфера и изствловаюмяиь \. Н. 
Мега, масеа кубическаго дециметра воды при вышасказанныхь 
тежпературВ = давлещя равна 1000018 ижллиграиковь, то есть 
ча 13 инлригравиовь бохфе изесы видограииз. 

Русский фунтъ есть изя 25,01893 кубических» дюймонъ воды, 
имфищей тоинераттру 13,50 Реожюра; руссый фунть == 409,497 
траниовъ и килограниь — 2,442022 фунта. 

Антийекй печ **) звафага робий, заключающий 7000 гра- 
новЪ = 453,59265 грашновь и вяхограмиъ ==2,2046212 в. 31. 
роппё = 15432,34874 грановт. 

"Изяврене масеъ хЪлаетея при помощи приборовъ, вазначене 
Боторыхь востонть въ тошъ, чтобы убёдитьея иъ равенете® изесъ, 


*) Подъ коризябвымь атиосфернымь лозленгемъ подразуи®взется зхфсь 
давлеше, прововодиное атиосферею из широт Парижа ® на уроянв орд, 
кола борометрь стоять ва 760 милляметрахь реутнаго столба, приведениаго 
въ 0? Цельия. 

**) СЬ 1855 ло. 


— 96 — 


двухь тЬхь шо равенетву величинъ сил тяжести, преложенныхь 
вь отимъ тьзаиь; унотробительныйший и точифйвий приборъ этото 
рода — ричажные `равноплечные в®сы. 

Слбдуегь замётить, что творя вефхь такихъ приборовъ оспо- 
зывается, между прочниь, ва начав равенства и противополож- 
ности сель взанинодёйстья между иваВйшнин частицаши тЬхъ. 

Ером® вфеовъ надо имёть еще и разновфеь, изъ гирь вото- 
рато можно соотавить массу какой угодно величины, заключаю- 
жейся въ предфлзхь прочиости х чувствительности вфеовъ. 

Самое изибреве дашной изосы заключается въ опредёлени 
сумы идесъ тирь, уравковфиивающихь эту массу има вежхъ. 

Такимъ образоиь мы опредёляень числеямое отвошеве между 
ДАННоЮ массою ие Е еднвицею илесы; поэтому в выражается иноко- 
чанныеь числомъ, напряибръ: 
ивоа кубическ. сантииетра ртути, кифющей тениературу 0° по 
Цельзю = 

13,59618.(трами.)=0,01359618 (вяяогр.); 


изось зеихли=6,14.10”. (граии.)=6,14.10*. (вилогр.) 

За единицу величин смаб принимается величина силы, 0д- 
нородно-приложенной хз ттълу, масса которазо равна едичииль 
массы, и сообииощей ему ускореще, равное едцницль ускоренай. 

Положинь зь разенетвв (25): тд == (ед. изес.), 94 = (ед. 
ускор.), мы получяиъ: 

т ,....... (8) 


{вх силы) 1х, носы) (ед, уекорен.) > 


то есть: отвлечениое число, поназывающее, во сколько разъ вели- 
чива свлы, однородио-приложениой къ тёлу В и сообщающей ежу 
зокорене Фр, боле едивицы силы, равняотся произведению хвухъ 
другихь отвлечениыхь чисекъ, одно изъ воторыхъ выраждеть отно- 
ен между массою тёль и единицею массы, & другое веть отно- 
еше укорейя Фр къ оджыиць ускореме. 

Бели же мы примемь, что еднакца сизы равна произведению 
изъ единицы жассы мя единицу ускорения: 
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(ед. снлы)==(ед. мавеы).(ед. ускорен.),........ 2) 
то тогда, выфото равенства (26),будемъ нивть слВдующее равенство: 
Рр=тьв,..... .. 88} 


которое нифетЪ тоть же самый сныеяь, что и равенство (96), 
о выражаеть величину силы именованвымь ччезомъ въ велвчин». 
единацы силы. 

Единяца силы, Нин, вврнфе, одазица воличииь сижъ, есть еды- 
вица сложная, величияа которой опредёляетея величинами единуць. 
длины, врещени и иаееы; чнинохь ея величины слвдующуй: 


(сх. массы) (ел, длины) . @ 


(ед. вилы) — (ед. времений 


По предложемю образовавтейел при Британекомь Обществё 
поотреня ваукъ особой комиисеги дая выбора в наименоканя еди- 
липь зеличинь, вотрёчающихея въ математической физик *), 
принята система Сложныхь единидь, основаниая ва слдующЕхь 
простыхъ эдиницахь: 

зеличимя одиницы длины: саатиметръ, 
вехичина одиницы времен; секунда средняго врежени, 
величина единицы ишассы: грамиъ. : 

Единицу сихы, основанную на этихъ единицахь длины, вре- 
жеши я илосы, предложено называть: Фупатау (отъ гроческаго елома: 
З5чаьх), шли, сокращеямо: бупе; мы будемъ лазываль ее дано». 

Дана ебть вехичиия силы, которая, будучи однородно прило- 
жена БЪ побоюущемуся травку, заставляеть каждую точку ого 
вройти 0,5 сантиметра въ первую секунду. 


тя — <. о . 
ты в... 2... 


*) Сомянев бт Шо Зеюснов'аой Мотевеабаге о Дудашиса] ва Лесь 
са Бойз; эт коммисн образовалась въ 187 оду изЪ сздующнть лещ: 
У. Тьошзов, Рго{езз, Ровег, 1. С. Махуей, 6. 2. Зюпеу, Рвенцие Уел т, 
Бе, Зюлееля, Му. Е. Вталчей, Ргобевь, Бекон. 
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`Въ житейской празтякЪ выражають вохычины сих въ кихо- 
трамкахь, пудахь, фунтехь и прот. причень подъ этяия ние- 
ками понииають 3808 ОТЕТЬ мзесъь, БонеЧНО, выражажь тахяуъ 
образомь, не дають точваго понятия с величин сить, такъ какъ 
ВЪсъ одной и той же млееы разпичень въ разныхь мфетахь вели; 
такъ, вЪеъ одвого килограшна нодъ широтою \ и ма высотВ й 
сантиметровъ нахъ уровнемъ океана равенъ: 

1000. (грамит.).9*)== 

=(980,6056—2,5028 соз 2 —0,000008). 1000 . (кинаи.) 

Дина веть сила довольно шаной везичины (такЪ что, мапр., ввеъ 
Злного вилограииа на оЕВатор& равииетея 980605 динлиъ слишкоиъ), 
поотоиу кожисйя предложила употреблене предаточныхь словъ: 

йеса песо Но меда 

для обозначены: 20 100 1000 1000000 оржнину; 
ваприивуз, ямлодива и шегадина суть тысяча и клин дННЪ 
ВЪеъ килограмиа на экватор® почти равень одной мегадиз®. 

Даля выраженя долей единицы: 

ол 6,01 0,001 0,000001 
прохложены териины: 
Чей еевЫ ИЕ закто. . 
Взеъ русокаго фуать въ С.-Петербург (гв 9==981,85): 
4,02 . 10° (ди.). 
Вфеъ ангиШеваго нозато фунта (колагая у—981 


4,45 . 10° (лик.). 


$ 9. Средняя плетиость та. Плотность вещества въ 
какой-либо точкВ тЁда. 

Величина отиошеня ножду массою т%ла и величиною ото объежа, 
вазывается срёднею плотностью чныа. 


в): 


*} Величина у приведена ув ет. 236 кннематич. часта, въ зывоскА, 
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Величивь единицы влотности выражается онбхуюдииь сик- 


волоиъ: 
(ед массы), 


(единица плотноети) — зашвы? 


Средняя илотноеть тёль равна единяць плотности, если масса, 
ето по отольБо разъ бохфе единицы илосы, во скольво › раз объем 
его боже едирицы объема, 

Если вонкая, даже самая мельчайшая, часть тЬла иифеть ту 
же самую среднюю плотность, вакъ я 0%100 тёл0, то такое твло 
ЕАЗЫвается зиьюмь однородной плотности; величину средней 
ПЛОТНОетИ ТАКОГО тФлА БазываютЬ иломностью ето. 


Плотноеть воды при 4`С==1 оо. 


Когда ПЛОТНОСТЬ < одвороднаго вещества взвЪетна, то масса 
объеша У этого вещества опредбоктся чрезь ужножене У на с 

Для водества неоднородной илотности, средняя илотноеть чаети` 
тёль бухоть имёть различкую величину, смотря по велячив® взя- 
той части. 

Положниь, что мы берешь все боле и бол%е уненьшающияся 
четы тбл, ЗАЕХЮЧАЮЩИЯ ВЪ 666 одну и ту же точку его: №; 
пусть Аир веть шасса, ^О-—объашъ ифкоторой такой части. 

По иЁрв ушеньшешя Дж, средняя плотяость: 

Е 

80 
нриближлется мъ нфкоторому предёлу, который назыввется злот- 
ностыо вещества 65 зпочкь т. 

Сяфдовательно, плотность мазтерих ва точкь Ш залыа есть 
средняя. плотность безконечио. малаю обема 40, заключающаею: 
очку Ш онутри себя или на своей поверхности: 


тдВ @т воть иасеа объеиа 80, а с плоткость иатери въ точкВ т. 
Для тЬла неоднородной няотноств с веть функщя хоордвиатъ 
точки т. 
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Масса вето тфла выразится интегражомъ: 


м- ||, 


взатыиь по веему объешу тВла. 


$ 1. Количество движеня тЁла, движущегося посту- 
нательио. 

Произвадене изъ скорости тёла, движущатося постунательно 
из ето лесу, называется количествоме дещоженая (пали аз тофиа. 
(пап 46 4е попуенеле. Вомезавевоговае. Тве тошепфат) этого 
тёла; оно измфрлется слВдующею единицет: 


чел. массы) (ех. длины), 


(еДНЕИЦА БОЛИЧ, ДН.) Че ыремори) 


Подобяо однородной еилф, количество движеня вожеть быть 
изображено длиною, отложенною ‘от Бакой: либо точен тВХА По 
направлению екоростя; ‘эта длина должий бычь во’ столько уазъ 
боле блинницы длниы, во сколько разь количество диижешя 
тёла болёе единицы Боличеетвь дяиженя. 

Подъ мэмънечем количества движенёя тфла въ почете 
промежутка времени оть можента # до другого момента &, ны 6у- 
дешь подразушвать теометричесвую разноеть шежду воличестваии 
движены чи, и эм’ тфла въ моменты В и, т ‘ебть такое ко- 
ничество хинжены, которое нужно геометрически сложить съ то 
ДЕЯ ХОГо, ЧЧОбЫ ПОХуЧиТЬ Жи. 

Тотдь фориула (28) можно дать слблующее толкованЕ: 

Величина силы, однородно-приложениой къ тфлу, двнжуще- 
уси поетукательно, изнбраетоя отношешемь изифнена количества 
движеня тфла иъ точене бозконечно-шахаго проножутка врешени’ 
5Ъ величиз$ самаго пролежутка. 


$ Ц. беновные приицины въ тонъ видЬ, въ кажомь 
они приведены Иъютономт. 


Честь открымя пачаля инерши и начала нараллеллограмив сихъ ВЪ 
приифнещы къ дьвжению, пронззодамошу сизами, ирилисывають Гадилет 
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(1564—1642), воторый высказахь эти начала я примфвнхь ихъ къ объясне- 
ний движенн брошенвыхь тажелыхь тёть въ сноемъ соччнена: Поти 
в фоталиий пмещаысве ото & ие ппоте воепте, наданномъ впер- 
вые въ Лейден ® въ 1638 году. 


Повидамону, можеть показаться страннымъ, что вачазо инерщи было 
отврыто сравнительно недавно, между тБуъ, вкакт, хошедийя хо насъ сочя- 
нения Архимеда *), относящияен кь учению о равновфен силъ, свядтель- 
ствують о высокомъ состоям статики еще у древивхь; такая отетвлость, 
учены о движущемь дйсть и сить объяснается доатимъ преобладашемь 
философи! Аристотеля, по учею котораго самое совершенное и начальное 
движеше есть крутовое, 

Изложен!е основных начать механики въ тонъ вядЪ, въ кАБОМЪ ОНИ 
примфняютея и до сихь поръ, было сдвлано Исаакомъ Ньютономъ (1642— 
1721) въ ето книг: РЫПозорыае пазиса 5 ропециа шабвешаноа, издавной 
въ первый разъ въ 1687 тоду, то есть 49 язтъ снуетя постё первато неда- 
ня Овоогя. Ньыютонъ выскааьъееть основныя начала въ вндф трех „зако- 
нозъ движешя“ (Ахотайа, ауте Терез Мон), во предпосыхаеть имъ иф- 
екозько опрехфлешй (Рейо отек) н кромф того присоединяеть къ инмъ 
прижёчаны (Согопаа). Мы призедежь здфоь эти „законы движения" я в*- 
воторын изъ опредёченй въ томъ выдь, кавъ одв номфдены въ Ривециа, 
во въ иномъ порядЕЪ 


Въ первомь опредфлени Ньютонъ дветь понат!е © количеств матери 
аа, кань о произведеши плотности тЪха из его объемъ; второе опредв- 
зоне схёдующее: 

Рейойю П. ОФаапёНаз шоша е5ф шепзага супе отёа ех чедюсйаве 
= доапеНаве мабегае сотипсыи. 

(Воличество движешя измфряется созожупно скоростью н колячествомь 
матерш\. 

Начало внерши выражается первымь изъ „законову девжевя“ сов- 
иъстио еъ опредфлешемь ПЕ-ыъ. 


Тех. Г. Согриз ошие регчехетаге 1а зыди зо фигевеетй! уе! почва 


*} Архимедь жыжь въ ИГ вк до Р. Х. (родился върозтио оБоло 287 г. 
‘тмерь въ 212 т. до Р. Х.д изь сочиневЯ емо до насъ дошли сяфлуюндя: 

1} 0бь отредёленн ‘цевтров» инерщи тАхь разнато вида: "Бжикёбоу [оде$- 
фожаан $ зёуера Варём блалвёбьм, 

2) Теорйя рычага: 4е Аедшропйегаь вс, 

3} Гиростатина: Че Яз диве теБипНи" дп адеа, возстановлевиюе Сооет- 
Ягомь въ 1565 т. 
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панонвйег 38 @тесцы, 7ёй доабепиз Шой а УЗ Поргеваю соейлиг чва- 
ра зииио ликнаге, 

(Каждое тью пребываеть въ своемь состоян покоя изн равном р- 
нэго прямолннейнаго движенвя, если дфйствуювия на него силы не при- 
нуждьють его изибнить таное состоя). 

Въ опредёлещы П-мъ говорятел, чта тВло, предоетавленное себЪ, иметь, 
стремлене къ сохраценно своего состоя покоя или раввомёрнаго прямо- 
чинейнаго движен!а велфдотв!е свойства присущего матеры н называенаго: 
Зюегыв. шабетае. 

Сизф дается сяблующее опредёлене; 

Тейшыю ТУ. Уз паргезва еёё аоНо 1 согрив ехегона, аё тибвофии 
ей мании уе! фиевсела? уе] позво: ваогомрег п @бгесния. 

(Приложениая сила ость производимое на тёло прянужден!е къ из- 
мнению ето состоя злокоя или равномврнето промолинейнато двя- 
женя). 

Второй „завонь двнжены“ говорить о величин дфйств, производи- 
иаго силою, причемь предполагается, что иредставлен!я о величин сихы 
и о направлени еа понатны сами по себ; „законъ“ этоть выраженъ въ 
очень сжатой фори® 

Тех. И. Миомоней: вобоз ргорогНопает евве 91 пн пиргевева, её 
Негр зеспадши Наезд тосбата па %)3 Па партипиаг. 

(Изыфнен{е движенл пропоршонально приложенной движущей енд 
пронсходать по той прямой лини, по которой хфйствуеть енла). 

Этт фразу саЪхуегь понимать тавъ: 

Измфнеше кодичества движеня (ем. & 10) пропорцювачьно везитин® 
приложенной двяжумей силы в нАправхево вхожь по ной. 

Начало ипзразхеллограмма сигь высказано въ сздующемь прим- 
ЗАВЗИ: 

СогоПатия Г. Согриб УНТЪия содррейз @Заволадета рагаейобтанией совета. 
Четроге езстеге, цао 1бага, зерагайя, 

(Ярн совокупномь дёйствн диухь сихь тёло опнеываеть хРагональ па- 
ралзезлограмив въ течене того же врехени, каБъ я стороны паралаезл0- 
грамма при дЗйстьйи сндъ порознь}. 

Трегй „законъ“—сЕдующий: 

Тах. И. Асы слитьчаль зетрег 6$ зоцнаети езне гвасбонени зе 
согрогии 4аогия асболез ш зе анихо зетарег езне зефиа]ен с п рамез 
совгазНаз тет. 

(Велкому ХЕЙсТвНЮ соотететнуеть иротивохийств!е, равное и протизо- 
позожное; то есть деля двухь тЬхь одно на другое веегда равны и на- 
правлены противоположно). 
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$ 12. Говоря о маторьяльномь тёлв, похвержениомь дайств!ю 
однородно-призоженныхь къ пому сижь и находящемся, либо въ 
збеолнтномъ поступательномь даиженуи, либо въ абоолютномъ ноко%, 
ны не нибли падобностя уложинать ам © форжб тбль, ии объ ето 
разизрахь, ни о пхотноетя вещества его; въ разсужденяхь, при- 
веденвыхь в 58 1—9, говорнлоь тольво о движении усво- 
ро которой-лнбо изъ точевъ тбл и объ его масев. 

Распредёлене илесы зовругь той точки поступательно-движу- 
щагося тёла, ва движено которой ны обрещаемь внииане, хожеть 
быть какое утодно; шы можешь даже вообразить себ, что вся 
изоса тфла сосредоточема въ этой точвВ. 

Мал, сосредоточениая въ одной геометрической тозкф, воть 
воображаеный предиеть, чзвёстный подъ именежь маерьяльной 
зточкы и ниЗЮЩИА существенное значене въ аналитической жеха- 
никф, вакъ будеть объяснено въ конь слёдующей главы. 


ТЛАВА ПИ. 
Осиовныя начала механики свободныхь матерьяльныхъ точенъ. 


$ 13. Матерьяльная точка. 

Матерьяльная точка есть масса, которую мы вообраокцема 
себъ сосредоточенною 65 одной зеометрической подвижной точкт. 

Изтерьяльная точка виози® свободяз, осли она ножеть чить 
закую угодно екороеть по кавожу угодно направлению и притонь 
скорость вя не зависить озъ скоростей какихь-либо другихь из- 
торьяжьныхь точавъ. 

$ М. Февовныя начала въ приифнены къ свободной 

матерьяльной течкБ, 

Фкновных начала, изложенных иъ предыдущей 155%, привь- 
заимя въ матерьяльной точзВ въ слёдующень вида: 

3 
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Основное ньчало 1-ю. Всякая НАТЕРЪЯЛЬНЫЯ ТОЧКА, 50 СВОЙСТВУ ИЕЕР- 
ЦИИ ЖАТЕРНЫ, СТРЕБЯТСЯ СОХРАВИТЬ ТУ АБбОЛЮТНУЮ 
(Начало икерши иа- СВОРОСТЬ, КОТОРУЮ ОБА НиЗЕТЪ. 
зерьяльной точки) Нова на НЕЕ НЕ ДЗЙСТВУЮТЬ НИиБЬКЯ СИЛЫ, 
нА ХЗЙСТВИТЕДЬНО СОТРАНЯЕТЬ СВОЮ АБСОЛЮТ- 
НУЮ СКОРОСТЬ; ЕСЛИ ПОСЛЕДНЯЯ РАВНА НУЛЮ, ТО 
ТОЯКЬ ООТЗЕТСЯ БЪ АБСОЛЮТНОЕ ОБО»; ЕСЛИ 
ЭТА бБОРООТЬ ШВ РАВВа НУЛЮ, ТО ТОЧКА СОВР 
ШАВТЪ АБСОЛЮТНОЕ ДВЕЖЕВНЕ НО ПРАШОЙ ЛЕБЗЕ 
РАВНОЖЗРНО. 


Еаждой снхВ, дЪйствующей нь шатерьяльную точку, ин при- 
писываемь: 

8) мюсто приложения, которое есть сама матерьяльная точба, 

6) направлеше, 

3) величину, изибраемую въ единицахь силы (см. $ 8, (29); 
представлене о виз призоженной къ маторьзльной точь воста- 
вляетея изъ сопокуиности отихь трехъ понят, 


Обиоввов начано Э-в, УскорЕИЕ, СООБЩАЕМОЕ СВОБОДНОЙ ШАТЕРЬЯЛЬ- 
ОЙ ТОЧЕЬ СИЛОЮ, ПРИЛОЖРИНОЮ ЕЪ ВЕЙ, 
НИВЕТЪ НАПРАВХЕБЕ ЭТОЙ СИЛЫ В РАВНО ВЕЛИ“ 
ЧНИЪ СИЛЫ, ДЪЛЕННОЙ НА МАССУ МАТЕРЬЯЛЬНОЙ 
точки. 


Освовнок нАзахо 3-к, УбжоРЕНТЕ, СООБЩАХИОЕ СВОБОДНОЙ МАТЕРЬЯЛЬ- 
ВОЙ ТОЧЕВ НЪОБОЛЬКЕМИ ОДНОБУЮЕУЕНО ПРИЛО- 
(Начако парживеио- ЕНИЫИН КЪ БЕЙ СИЛАМИ, ЕСТЬ ГВОМЕТРИЧЯСВАЯ 
траима силъ) СУЕЩА, СОСТАВЛЕННАЯ НЗФ ТЪГЬ бВЕНЕЬ 0кО- 
РЕН, БОТОРЫЯ СООБЩЕЮТЬ ЭТИ СИХЫ, ПРИтО- 

ЕЗЕНЫЕ КЪ НАТЕРЬЯШЬНОЙ ТОЧкВ ПОРОЗЬ. 


Этя три начала необходвны й достаточны для того, чтобы, 
основываЯсЬ На БИХЪ, ИЗХОЖИТЬ мохЗЧхк7 свободныхь маторьяхьныхъ 
точекъ; первое начахо опредфилеть сзойство, которое мы прини- 
чываежь матерьяльной точк®; два посядшя аачаня оиредфаяють 
ДЬйстие, производимое ил изтерьяжьную точку силажи, зряхожен- 
ныих къ ней, 
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$ 15. Цёль введеня поняты о матерьяльной течкв, 
зъ механику. 

Въ вовц® предыдущей главы было высказаяо, 370, разенатревьх 
двнжене иатеръльной точкя, мы емотримъ на 3ее, кавъ на предета- 
зительшнииу постунательнаго движен:я нёвотораго тёда, касса кото- 
раго, ровная иаго8 изтерьяльной точки, распредфлева какииь бы то 
ни было обрезомь вокруг той точки, движеше которой ны раземат- 
риваемъ; приэтомъ силы, которыя мы предиолагавиъ приложениыии 
въ матерьяльной точк%, должны быть приложены къ тВху однородно. 

Понятно, что только для этого н6 Стоило бЫ ВВОДИТЬ ВЪ иоха- 
чику понят о матерьяльной точкЪ, воли бы не икфлось въ внду 
дать ей болфе обширной и существенной роди. 

Нанбохёе важныя сяёдотвёя проиетемають изъ того обетоя- 
‘тедьетва, что матерьяльнан точка, подобно геометрической, не 
нифоть разивровъ. 

Поэтому, говоря о ватерьяльной точ, мы избвгаежь необ- 
одихости входить въ чак1а-либо `развужденя отвосительно вра- 
щательнаго двяжешя массы, сосредоточенной въ точкЪ; мы даже 
хе можемь говорить о вращетельномь двяжешы точки, то есть 
того, что ие выЪетЪ разибровъ. 

. Чо. той же причин териииь; <однпродно-прихожелизя сила». 
‘теряет значен!е, вели рёчь идеть © силб, приложенной въ из- 
терьяльной точк®. * 

Назначеше нвзерьяхьвой точки въ механикь сотонтЪ яЪ тоиъ, 
чтобы замвнать собою така тВла или части тАха, разифрами кото 
рыхь мы ипренеброгаемь сравнительно еъ лицами, раснатривао- 
иыин вЪ. вопроей, 

Такъ, назринёрь, въ тёхъ вопросахь, въ когорыхь твлв 
разсватрязаются какъ собрывя частаць и въ которыть въ 
ахобности вринжиать въ разечеть форжу и разивры части, 
хаждую частицу им воображаекь сёбф занфизиною матерьяльною 
чОЧкОЮ, ИБеса БОТОроЕ разив нАССВ ЧаАСтИЦЫ, 

Точно такко, въ тЪхЪ вопрогажъ небесной шехалини, 3Ъ во- 
чорыхъ ить надобности принимать въ разечеть пращательныхь 

3 
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дияженй свфтихь вокругь ихь смей и можно пренебречь рази®- 
рами тВль по отношеяшю во взаиинымъ разстоянямъ изжду пихи,, 
каждое езфтяло зажёняется матерьяльно точкою, шасеа которой 
равив мзесВ свётила. 

Мн увндижь хадёе, что даже тогда, когда жатерьяльных уха. 
принкилютсл сплошными, вашъ пряходитея, хля р®шенуя какихЪ- 
ляфокииетическихь вопросов относятельно отихъ тАлЪ, или занять. 
Бажов ТБО Нфкоторою сиетемою шатерьяльныхь точекъ, вли оено- 
выватьея въ нашихь рамужденихь кз результатахь, нолученныть 
ваЪ неханики системы матерьяльныхь точекъ, 

По отииъ причинаиь ня прежде всего должны изложить шехя- 
виБу жатерьяльныхь точевъ н сиетемь катерьяхьныхь точекъ, что. 
и составляеть содержаве этой нити. 


ГЛАВА Ш. 
Механина свободной матерьяльной точни, 


$ 16. Равиодьйствующая ибскелькихь силъ, одновре- 
пенно-призоженныхь къ матерьяльной точкв. Силы, вза- 
вино уравновьнизающияея. 

Механика свободной матерьяльной точки оеновываюмя из треть 
осяовныхь мачьлехь, выраженныхь въ 5 14-иъ предыдущей главы. 

ее, сказанное въ $ 8 первой тланы относительно однород- 
нихъ свЕь, одновремекио-приложенныхь къ одному и хому же 
матерьяльмому тёлу, приюфнается въ сихамъ, однопременно-придо- 
женнькъ къ одмой матерьяльней точ. 

Рдонодъйствующею тболькихь снкь, одвозременио-про- 
кенныхь къ изтерьяльной точкЪ, казывается такая сила, которая 
одна сообщаеть точВ то же еаное ускорене (той же велачаны 
и того же направлена), какое сообщають ей одвоврещенно-пря- 
ложениыя енлы ве вифсть. 
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балы, одновременно-приложенныя кЪ одкой изтерьяльной точк®, 
называются составляющими силами. 

Есан усвореше, сообщаемое иатерьяльной точв® нфокольвиии 
одновремвино-прихоженныхи къ ней сизаин, равно вулю, то при- 
ЗЮЖеННЫЯ СНЫ БАЗЫВаЮТЬ беаАиНО. -роеновтшиваюицижися, ини 
силами налодящимися въ равновтьейи. 

сли вилы, приложекиыя въ матерьяльной тозвф, ваходатея 
зъ равновёшн въ течене вонечнаго промежутка времени, то, вЪ 
хечени этого промежутка, иатерьяльная точка будет находиться въ 
локоф, или въ равнокёрножь прямодичейномь движении по иверщуя. 

Каждую силу, приложенную въ матерьяльной точк®, можно 
эзобразить дянною, отложенною по направлен силы отъ точни 
приложены ея и заключающею столько единяць длины, сколько 
зЪ изобраввешой свхф заключается ДивИЦЪ Сялы. 

Донны, исебражемщя различных вилы, прихагаемых ЕЪ одной 
и той же жатерьяльной точвВ, будуть пропорцюнальны дяннаиъ, 
ввобрыжающииь ускоретя, сообщаеныя этими сялами этой точк$. 

Длина, изображающая равнодтаствиющую нсколькихь с0- 
овасляюниюха силё, будеть имьть величину и ноправленае леома- 
зпрической суммы длин, изображающих составляюийя силы. 

Нуть Р.означаеть величину какой-либо силы, нрихоженной 
жъ нёкоторей матеръяльной точк®; угли, составзяемые наиравже- 
чфошъ ея съ положительными наиравленяии осей коордивать Х, У, 2, 
азвачииь черезь (Р,Х), (Р,У), (2,2). 


Величини: 


Рсоз(Р, 


‚ Рчоз(Р,У), Ееоз(Е,7) 


зазываются прозкиями силы Р на оби координать Х, У, 7; он8 
изображаются проэкпуяия ка т же оби длины, изображающей смлу РЁ. 

Такъ кавъ проокии на какое-либо направжен!е длины, изобра- 
жающей равнодёйствующую снлу, раввлетея суши проовцй длин, 
изображающихь составляющих силы, то отсюда сдёдуетъ, что роэк- 
аб на какое-либо назравлене равнодийствующей ипокодькики 
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составляющихть сиб, приложенныхь кз матерьяльной точкт, 
фавна суммь проокийй составаяющихь сназ на то же на- 
правлете, 

Пуеъ Е 22, №3,....% суть величины состввлающихь 
екиь, а Е величина ихъ равнодфйствующей; проэвщи ихъ ва 
он координазть удовжетвораютъ слфдующимь равенетваит: 


Реов(Р,Х)= 1 вов (Р1,Х)- Р2 ев (2,Х)-... 
„.. Р-Р ВЬоов(РЬ,Х) 
Роов(,У) == Е сов (Р1,У) + Роз ( Е.) +... 
... Ее, У) 

ФР евз (Е,2)== Р1 соз (21,7) Р2 с0з (72,2)... 
.. НЕ сз (2) 


‚... @% 


воторыя потуть быть заифиены слбдующииь сииволическкиь ра- 
зевствоиъ: 
Е-Р| +22 -+....+1.......... (83) 


Отеюда, ваприм®ръ для случая трехь составляющихь ониь (7, 
Н, К, ив ложащихь въ одной пиоекости, сл®дуетъ: 


Е-0'+Н+-Е’+ЗНК сов (Н,К)-+ К 6 в05(К,@)+ 
+26 Н ео (@,Н), 
то есть, что равнодйотвующая предетавляетея даговалью нарах- 
хеллопянедь, построеннаго на сторенахь, представляющихь с0- 
ставляющя силы. 


Еми 
Е=0, 


Е=Уб’ 26 Нов, НЕ’; 


равнодыйствующая двухь состазляющихь ениь представляется х1ато- 
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ивзью парвллехнограина, ностроенваго ка сторонах, изобрыжаю- 
щих составааяющтя силы. 
ели О направлена по оси Х, Н—10 осн У, К— по ея 2, 
то равнодфиствующая будеть предетавляться дагональю прямо- 
зтольна каралледлопипеда, построеняаго на, этихъ состарляющихь 
чилахь, парвялельныхь осянъ коордивать; изф чего слвдуеть, что 
проэвщи какой-либо силы на осн прамоугольныхь воординать 
суть виБотВ © тЬиЪ и составляющия эгой силы по этииЪ осяиъ, 
Дяа косоугольныхь прямолинейныхь воординать проокщн какой-либо 
силы на эти оси не равны составязющимь ея но этямь осямъ; пусть 
есть составляющая силы Ё но оси Х,, Н — составазющая по осн У, К — 
составляющая по оси 2,; проэвтируя силу К н составхяющия ея на ка- 
правленя осей Х, У, 2, получимь равенства: 
Есж(ЕХ)=9-- Нов (У,Х)-+- Кс (2Х}} 
ЕР ооз (Р,У)= 0 сов (ХУ) Н--К ев (2.У) 


... 84) 
Е соз(1,2,)= 6 с03(Х,2)--Невз(У2)-+К) | 


Дая равновычя силь Р1, Р2,.,.. Ер, праложенныхе кз 
матерьяльной точкть, необходимо, чтобы сумма проокцй этихь 
смз на всякое направлене равнялась нулю; 8 Для этого хоста- 
точно, чтобы равнались нулю суииы проэкщй ихъ ка три кака 
ибо направлены, не ложашя въ одной плоскости, наприи®ръ ва 
ош воордивать. 

Сняиволически, эти условя можно изобразать равенствоиь: 


2+2 -+73-+....-Р=0........... . 85) 


Примёчан!е. Въ лоекфлующяхь параграфахь очень чьето 
придегея пользоваться форнухаии, заключажикими выражения проэк- 
ВИЙ силь, проложенныхь къ ивлерьяхьнымь точкам, н8 коорди- 
матЕыя оси разхичныхь коордиватныхь енстежъ. 

Но большей части приходится пользокаться ортогозльныяя 
коорАмнатвыйн систенами, то есть такими, координатных хиня 
которыхь переобкаются взажино-перпендинухярно; тазовы: праио- 
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линейная система координат съ прямоугольными осяни, сферическая 
система я вругово-цалиндрическая систе» коорхинать, 

Дан враткобти форнухь мы условимся обозвачать проэкци силъ 
ив воордиватвыя оси тих же буквами, которыши обозначаемь чамыя 
оси, 10 СЪ кадлежащиии значками, нанриибръ, прозещи силь РР, 
72,.... ЕЁ на осн Х, У, 2 ны будешь обозначать тает: 


1, Х2,.... ХЕ 
У1, У2,....УЁ 
21, 22,.... ИА, 


а проэкшя кв ть же оси равнодвйствующей Р этяхъ сить тавть: 


Х==Рс0${Р,Х)= Х1+ ХЭ 
У=Ресз(В,У)=У1- У2--....УЁ 
2=Р оз (Е,2)=21+29--....- 24. 


. НХ 


Проовщли какой-либо силы Ей кз оби 3, №, Я, неизивнно- 
сВазанных СЪ какою-зЕбо неизифияемою средою, им будевъ об0з- 
Начать так: 

ЯЕ = РЁ с0з (РЁ) 
ТЕ == Е сов (РУ) 
Я -= РЕсо( РЕД). 

Прокщы 10й же силы кз координатных оси «`В, т сфери- 
ческой или кругово-пялжнхрической системы коордянать ны будень 
обозначать тАЕЪ; . 
5 РЁ оз (ЕЁ) 


‚ = ЕЕ сов (РВ) 
Те ве ЕЬ). 
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Тавъ Бавъ во всякой ортогонвльвой систенв три координат- 
ных сей веякой точки взаимво-перпевдивужарны, то проэкойи валы 
ив эти оби суть вифоть съ тФиЪ и сеставляющуя ея по нняъ, 

Въ ковоутольной прямолинейной систежё координать, также 
навъ и во воякой криволинейной косоугольной систем, подобкаго 
равенства не существуеть; озкачая черезь Х, У, 2 направлены 
окей пракольнойной кобоутольной системы, мы будежъ тогда подъ 
знаканы: ХА, УЁ, 5 подразумкать составляюния по этимз 
оеямь силы ЕЁ. 


$ 17. Дкфференщальныя уравнешя движен!я свебод- 
ной матерьяльной точен. 


На оснокаыш приведениыхь въ $ 14 овновныхь начваь, уско- 
реше свободной матерьяльной точея, шассх которой равна 2 и ЕЪ 
которой приожены силы: 24, Р2,..., РЪ, долвло бить равно 
величинв равнодёйетвующей этихъ силъ, дленной ка изесу точки, 
и должно быть направлено по равнодфйотвующей, ото выражается 
слъдующини равенствами; 


а) въ прямолинейныхь прашоугольныхь коорхинатахь: 
тб = Х1--Х2--....-+ 
т9 — У УЗ-.. «У ьь {36) 

т = 21+ 22+.. = 


$) въ вругово-цихиндрическихь хоординатахь: 


т (6 (9) АА +... НАХ 
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в) въ ‹ферическихь координатахь: 


т (4 — ЫС: *— изля (#1) = А 
4 (+1) а$т 
(Е! ,чше сое (#*')=В}........ (88) 
„ Я ия 294 | 
= а 


Каждое изъ этихь равенствь выражаеть, что проэвщя на 
одну язъ координатныхь осей разнодфйствующей ХР равняется, 
понноженной ив вгу, проекщи ускорейя на ту же 0бь. 


&) Вь прамохянейныхь хосоузольныхь воордннатахь равенства: 


ее Фу 
С лы 


зыражангь, что составляющия по обямъ коордниать сизы Р равниются, 
помноженныиь на массу, составляющимь ускорении. 


` 6 Проэкщя равнолфйствующей н8 бинормаль*) траовторы, 
оинсываеной изтерьяльною точкою, должна быть рашна нужю, 
проэкия же вя на направленю скорости и кз нааравлеше радуса 
хривязны трактор! должны быть пропордюнальмы «оозвётетвую- 
щииь провкшяиъ ускореня; а имеино: 


т Е == 608 (Р%) 
жи — Ров(РР) [ -------- ...... (89) 
0 == 2603 (Е) 
Бели извьетно движение матерьяльной точки, то, зная изееу ея, 


иы ножень, пользуяеь вышеприведенными совокушностяии равенетву, 


*) Бннормаль ижи вторая газиная нормаль перпендикулярна къ пло- 
скости хривазны. 
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опредёлить для веязаго коменть двяжен!я величину и направлен! 
разнод®йствующей силъ, приложенныхь къ матерьящьной точк$. 


На этомь осповаши мотуть быть рёщены, напримфръ, сядующе во- 
просы. 

Нримфрь 1-й. Тяжелая матерьальнал, точка описываеть окружность 
ражуса В, находящуюся въ вертижальной нзоскоети; скорость точки по- 
стоянна. Опрехёлить величину в направлено той сиы, которая, сазгаясь 
съ вьсоиъ матерьяльной точки, заетведаеть се совершать такое движеше, 

Возьшемъ шентрь овружности за начало коорданать, ось Уваправиыь 
вертнказьно вынзъ, ось Х-— горизонтально иъ изоскости круга. 

Движеше точки по окружности радуса В, съ постоянною скоростью 
а, выражается въ прянолинейныхь ирямоутольныхь коорхннатахъ, такт: 


) 


2=1 (41); у= зв (5 
проэкщи силы тяжести ва оси Хи У суть 
Х!=0; У1 =; 


проэкщн же другой силы опредёлатея изъ уравеенИ (86) п окажутся имЪю- 
щини схбдующх величины: 


Ха== —м а; У2= туп =—т (и). 


Изь этихъ выражен видно, что сиха РЗ постоянно изправлева къ 
зозк® 0, пвходащейся па отритатольной оси У въ рымтоащя 9х ть 
вазала коордниать; величина же этой силы равна: 


ри 
= МС, 


ТАЬ МО есть ризетояне между матерьяхьною точкою № н точкоя 0. 
Приийрь 2й. Матерьильная точка совершаеть слфдующее декжени 


дав вы, =" Зи ьё, 
иаходнеь подъ выявемь дьтхь сить РЪ нанраваевной въ начаиу коор- 


двинть, и Е, паправленной но касательной нъ тразктори. 'Гребуётси опре- 
АВтять эти обы, 
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Оважется, что: 
тер) Угу 
РЗ == 


и ч70 сязв Р2 направлена иротнвонозожно скорости. 

Сльдовательно, первая сила есть притаженю, пропорпловазьное раз- 
стоя чочЕн оть начала координать вторая же сила пропоршональна 
скорости точки к направлена противоположно скорости. 


Величина и направжено сялы, пряложенной къ ивтерьяльной 
ТОЧЕВ, мотуть язивнаться: 

8) съ изибновемъ положения иатерьяльной точки въ пространств, 

Ь) въ той же точёЬ пространетва еъ течешошь врежени; 

6) БрокВ того, оми жогуть завиевть отъ величины и иапра- 
влешя скорости матерьяльной точея. 

(Тавъ, кзирииврь, сил притдженя, дьйствующая по закову 
таготёня ва кавую-лбо матерьяжьную точку со стороны одно- 
роднаго шара, нибеть величину, обратно пропоршонажьную квах- 
рату разетояня точек хо центра ш8рё; изправлена же эта сила 
въ центру шара. Если шаръ ‹охравяеть неподвижное ноложене 
въ пространетвф, то сила притяжешя имъ матерьяльной точки 
будеть фуньшею только координать точки. 

Если же пентрь мара будеть совершать какое-либо движе- 
16 въ пространогв, то свла притяженя ого въ кажлой точвв 
проетранетва будетъ язмВняться съ течешемь времени. 

Приифрами сихь, зависящихь оть оворостей, могуть служить 
сопротивлещя жидкостей и тавовь движению вогруженныхь въ 
вихь ТВлЪ: тая сылы вазываются сояротивлещями средине; 
зъ приифнены къ маторьяльной точк®, сопротивхенме сроды въ 
большинетвв случаев принихають противоноложныюь скорости 
точки в завиозщииь оть скорести точки и пзотности ереды). 

Веобще говоря, оилы, приложенных къ матерьяльной точкф, 
вуть вВкогорыя фуякцаи премеви, коордянать точен и скорости ед. 

Поэтому вторыя части раазистаь (36) суть ибкоторыя фувещи 
врешени, коорднвать 2, у, 2 и прозвий скорости кз ос воординатъ; 
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а слвдовательно, оти равевотва суть три совокушныя дифферен- 
чивзьныя уравлешя второго норядев: 


Фа 42 ду Ш 
тер, (6 р ч) 
Фу _ 42 ду @ 
ве, (6 29,2 ара’ а 


4 аи 4) 4 
т ==, у, 2, РЕ %)1 


(ф„, $, $, означають нёкоторыя фувкнИя величивъ, заключелныхь 
въ скобкахъ) 

Эти уравневя называются дифференщазьными уравневями 
денокеня натерьлльной точки, выраженными в: прямоуюли- 
ных коорбинатахе. 

Ели вторыя части равенетвь (37) будуть выражены въ фуге- 
пыхь времени, кругово-цихиндрическихь коордивать р, 9, 2, я 
ихъ производныхь ио врежени: 2’, 9’, 2, то будемъ имёть днф- 
ференщальныя уразненя движены матерьяжьной точки въ вру- 
гово-цилиндрическихь координатах; 


= (=) )= ®.(ь р 6, -% а р г 


«40 
а) ро, 48 #1... 
о Ре ьь И а’ # 
40 4: 


ау 6, (ь 20,4 % аа} 


тАЁ 9, 9, 9; означають вЪкоторыя функ ведичинъ, заклю- 
ченныхь в® скобках. 

Подобныиь обравомъ будежь пивть лифференыальмыя уравнения 
движеня маторьяльной точки въ сферическихь коордиватахь, вели 
вторыя части равенства (38) будуть выражемы функшлих офе- 
ричеекихь коордивать я яхь пронаводныхь во времени. 

Бели вторыя чает равенотвь (39) будуть выражены фушкияни 
времени, своробти и величин, опредёзяющихь положено точки въ 


— 46 — 


проетранетв®, то оти равенства будуть представлять собою особый 
зидь дифферевщазьныхь уравненй движения яатеръяльной точен. 

Вообще дифференийальныя уравненёя дешоженая свободной ма- 
терьяльной зочки могуть быть предетавхены подъ весъив различ 
нышъ вадомъ, во какъ бы ови ни были предетазлены, они суть ана- 
дытическя выражения то, что ускорене матерьяльной точки 
%мтетаь направлеше и равно дъленной на массу величин рав- 
зодъаствующей приложенныхь к5 точкть сцаз, выражаеныхь 
нвкоторыми фунищями времени, скорости в величина, опре- 
дьляющита позоженще матерьяльной точки в» пространстве, 


$ 18. Интегралы дифференщазьныхь уравненй двн- 
жены свобедней матерьяльней точки; числе ностоянныхь 
преизвольныхь, начальное неложене ы начальная ско- 
роеть матерьяльной течки. 

ели иовфетвы ешлы, приложенных къ ивтерьяжьной точЕ® 
данной шзсы, въ фуккиихь времени, екорости и величии», опре- 
ХФаяющихь положене точки въ пространетев, и требуется овредё- 
деть движено, совершаемое матерьяльною точкою похъ ван 
стяхь сить, то надо свачала выбраль систеиу координатъ, нанболье 
удобную для рьшешя вопроа, и составить дифференщальныя 
уравнен\я движены точки въ этихь коордикатахъ. 


Налранфры 

Приифръ 3-й. Махерьяльная точка движется въ однородной сред, 
оказывающей сопротивлене движению, иропорщональное нервой стенени 
екоростя; каждая изъ трехь взанмно-перпендикухярвыхь плосвостей ко- 
ординать притягиваеть матерьяльную точку съ сизою, перевдивузярною 
въ плоекостн я пропорщовальною нервой степени разстояня отъ нея, Пусть 
ут, )эт, рт, ут суть возффишевты: сопротивленя среды и призященй 
периендикуляриыхь въ плоевостлиь УХ 2Х, ХУ, Требуетея опредфяять 
двивене. 

Длффероныюльных уравиевы движеша, съ составлешя которыхь па- 
чиняетея процеесь рёшещя вопроса, мы напишем въ эюмъ случай въ 
прямоугольныхь прямолинейвыхь хоординятахь, 

Сонротивлеше движелно, равное 2%’, направлено нротивотолонно 
скороств, поэтому проэвя его Кё 065 Х равна: -— Зиг’. 
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Изь трехь призажевнй одно паралельно оси Х и направзено въ от- 
рипательную сторону ея, если Х>>0; два друйя притажешя перпевди- 
хтаярны къ этой осн. 

Поэюму одно изъ дифференщальныхь уравнений движевя будеть 
сяфдующее; 

т’ = Эт — т 
а двв друпя: 
зу’ — —Эбу — тру; т’ == —Эзияё — тг. 


Для большей опредфлительноетя азложеня мы будешь пред- 
полагать, что дяфференщезьныя уравнешя составлены въ прамо- 
линейныхь прякоугольныхь воордннатахь; но вое, что будетъ здфеь 
сказано, шожеть быть приифчело съ весьна незначительными изи$- 
ношаии ко воявниъ другижь коордянатаиъ, 

Составленаыя киффореняальныя уравненя должны послужить 
для опредфленгя функиий 4(0), 20), /3(®), опред ляющихь координаты 
дввжущейся точан для вслкато момента опредёляемаго движения, 

Эти фунвшя должны удовлетворять дифференивльнымь урав- 
неНямь дли воякаго мощента дваженя, обращая ить въ тождества; 
то веть фуиншя времени, заключающаяся во второй части каждаго 
изъ тождествъ: 


тр’ == (5, 7, В®, КФ, Б, в 0) 
ту (о =ф, (ЕЛ, 9, А, 0, Е®, 2 ®) 
ту’ =6ь (6700, КФ, БФ, А, РФ, 60) 


должна быть тождественка съ функцею врешели, заключающеюся 
зъ первой части ето. 

Для опредблемя фувкщи /, №, мы жожемъ пользоваться 
«остазлениыии дифференщальнымх уравнении и возни равенстваии, 
ЕзЪ нихъ получаемым, 

Диффорониальных уравненя даютъ лань тольво выраженя 
вторыхь проязводняхь коордивать въ извфетныхь нзиъ фушкияхь 
прочихь семи величин (времени, воордивать в хз первыхь прока- 
ведвытз). 
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Веявъ оть дифферениальмыхь уравненй прозеродныя по вре- 
жеми и замбнивъ въ полученныхь равеметезхть вторыя ироизводныя 
коорднкать ихъ выражешяны, мы похучииь выражевя третьяхъ 
производныхь координать въ функяхь тёхь же семи величинъ: 
худ Я, 9,2. 

Продолжая тавяиъ же образонь далфе, мы выразяиь произ 
водныя вакого угодно порядка (выше 1-го) етъ коордннать ко 
врешени въ извфетныхь вашъ фунвшахь от Ё т, ув, Я, у, г. 

Пусть & ть какой-либо шоменть хвиженя; 2 %, 2, — 
координаты изтерьяльной точви и %,, %, 22. проэкщи из оби 
КоординАТЬ скорости тОчЕН уЪ эТОТЬ НОМеВТЪ; КАЕЪ соЙЧАСЬ сказано, 
производных втерого и высшихь порядковъ въ этотъ мошентъ вы- 
разятея ибкоторыми извфотныяя нажъ функцщями сеня величияь ‚2, 
$, 2, 2, %, 2; ОЗНАЧИНЪ ВЕЛИЧИНЫ ЭТиХЪ производных тавъ: 

2, 9’, 3", ФА", 29, 0, д®,...- 

Фуякщи /(0), Р@), 5), выражаютуя непрерывно изиняю- 
щ4явя координаты двяжущейся точки, должны быть иепрерывными 
фуньтзами времени; шоогому иы можемъ прижфить къ нимъ ТаЯ- 
дорово разложене въ радъ по восходящимъ стеценямь разности 
({—6); означишь эту разность черезъ 9; рады будуть: 

даны Иа. 
аа... ;..-. 9) 


"_ 


ал аа... 


хо такЪ вАКЪ вторых и ныевия производныя: 2’, 2, 20°... - 
суть Фуьи оть №, 2, Чь 2, 5, 25’, Уз 26, 10 эти ряды пред- 
ставаяють нёкоторыя фувкши оть &, &, 2, У» 2. №, №, Ж: 


а И 
УР в ты Уь 2, 3, 4, м, |....... (43) 
8-1 №» 2 У 2% 2, + д, 
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Тавииъ образомъ ны ныфемь возможность, исходя изъ дефферен- 
щальныхь уравненй движеня, получить искомыя функц въ внд% 
радовъ, завлючающихь крон {, ещё №, 2, У, 2, 2%, №, 


Прижфаниь этоть премъ къ совдующимь тремт примфрамы 

Прихфрь 4-й. Сила, вуизоженная къ матерьяльной точвЪ, имфегь по- 
стонаную вехичину и направлеве, тавъ что ироэкщи ея ва оси координать 
равны ностоявнымь величинамъ Л, В, 0, 


Дифферелдезьных уравнешя движев! въ эхомь елучаь будуть: 
тх =А, ту=В, т’ ==С. 
Провзводныя третьято и выетщихт. порядковъ будутъ равны нутю, & 
потому: 


а 
а 


уни 6-2 ........ (4) 


гыыы 


а-я #6) 


Примфрь 5. Силы, призожеяных кь матерьяльной точ, суть пря- 
таженя въ нлоскостамь коордивать, тавя же, как въ премёрь 8-мь, по 
коэффищенты пропорщюнальвоети суть: зэли.?, тыл, эиый, 

Дифферевцальныя уравневя двнжешя будуть: 


Ч =Е-тхй р; ту’ ихау; тд" тж: . 


Чтобы составить выражене для л, мы состввяемь сначало выраже- 
в4я для проваводныхы 


„ Е а 
фт т" =— 


, „ ‚ 
ака а бы 


радъ. выражаюный х, будеть саздующи: 


в Ы ‚в 
оо — ид — таз та 


дн" 
та 26 ТаваБ ^°-°} 
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ето можно предетавить тазЪъ: 


Ба’ 8 
и 


0 О 
+ {= — а — 


Легко вид ть, зто рядь помноженвый ва х„ равняется с05 *.3, а 
`радь помвожеввый нё (л/т,), равняется синусу той же дуги, сяЪфдова- 
тельно: 

ХЕ сов ий РА зтый.......... (48,8) 
“ 


'Такъ же кайдемъ выражен для уни 2: 


. (45,5) 
- (45, °) 


У= о 608 х25 - ЗН 9,... 


=: 
2:20 608 в ОЗ д. 
: 


Чтобы упростить примфнеше этого према къ дифференщильнымь урав- 
ненинмь иримфра 3-10, мы преобразуемъ ихь сябдующныь обрезом. 
Сояративъ т, помвожимь каждое на сё; 
означиыъ черезь р, $», Ф. стБдуюня ароизведеня: 


м КЁ 
› = ‚ =, 


а ЧРезъ х,1, *р, х‚ схфдующуя разпосси 
Е, мрт й 


тогяя дифферевшальныя ураввешя 3-го примбра примуть такой видъ: 


а, 
7» 2 х.з, 


фа, $ 


одинаковыЯ съ видомъ уравкевй плтаго примфра; по эхоиу нетрудно полу- 
Зить дн 2, у, Я суБкующия выражена: 


ЕВ и в) 


ше "(в 5 (97 


уе * "(ье. 8 (Ув) Ри за (ву —) (2... (46) 


о 


(сов (ву 5—8) о до (3/ 
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Вивето того, чтобы опредфлять фунвии д, К, Го путоиъ 
ъпослфдовательнаго дифференциуованя составленныхь диффорен- 
альныхь уравненй, чы можешь идти въ той же ции путемъ 
прамо-противоположнымъ. 

Инфа выражена вторыхь производныхь коордияать въ фувк- 
зяхъ: времени, коорхинать и ихъ первыхь производных, ны 
можемъ невать выражения первых пройзводныхь координать въ 
функщяхь врешени и коордвнать; для атого кадо данных диффе- 
ренщальныя уравнен:я подвергнуть такижь преобразованамь, чтобы, 
виБото лихь, получились три равносильныя *) виъ дифференщаль- 
ныя уравненя тавого вида: 

+ 


2—0 = 


49, 
* #=0,.... 


чт 


. (#2) 


=} Ураваеня (47) равиосильны дифференщааьнымь уравнешлиь двн- 
жены хвтерьяльной точёИ ВЪ тояъ сынедь, что, вся мы рышинь первыя 
относительно 2", у", =", то нолучимь мосдёдии, то ееты 


и, и ъ; 


= ды = 


а нотому, если въ уравненяхь (47) заифнямь д", 9", 5’, фувкщаии ф ‚фи, фи, 
хёленвыми на 99, 10 цервыя части этихь уравнений обратятся въ нуль че- 
резъ взалиное сокращене всёхъ членов. 
**) Знавъ: 
) Знавъ: & 
# 


служить дя обозныченя полной ироизводной но времени оть функийя 9(#, 
ма, у, #}; то есты 


Е др бт да 00а, ар, о, дат, 
= == я Иа а а Е аЕ 


Частвыя же производных фувены $ по входящимь въ нее зерожь- 
нышъ везичинамь мы будомь обозизчаль помощую круглыхь д; напримЕрь 


| 


% 


есть производная но {, явно завлючающемуся въ фунеши $. 
4* 
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РВ ФФ» 3: сть нёкоторыя фувищи отъ ‚ул, 9,2); 
ивтегрируя оти уравешя, им получинь равенства: 
9, 1, у 9, у, 2), ] 
9 шут, у, 4) = |,........ (18) 
мы щиьк у д=а| 
воторыя должны служять для выражевя 5, у, 2 въ функцихь 
фа, у, 2 С, 0, 6. 

Величины С, С, О, суть произвольных постоянных, введен 
кыя тремя прокаведенными интегрировымями д незаключающяся 
въ дифференщельныхь уравяеняхъ. 

Каждое изъ равенствъ вида (48) называется первым изиие- 
зраломь дифферениальныхь уравненй движеня. 

Если изъ трехь первыхь интеграловъ, посл кАКиХЪ-2ибо 
преобразованй, могуть быть получены трн равносильны ииъ. 
ураввешя слёдующаго вида: 

4 4$, 4%. 

во, 0, 4=0,........ ..... 9) 
12% Ф,, Ф,, Ф, суть функ оть Ё, х, ура, С, Сь, С, то изъ 
ниХЪ, п06л% вовыхъ интегрирован, получииь оторые интегралы 
дифферевщальныхь уравленй: 

Ф.(, т, у, 2, бь С, @)=Ть 

Ф., 2, у, 2, 0, 6, 6) ТР, ,...... (50) 

Ф,(, х, у, 2, С, 6, вре. 


тАВ Гь Г» Г, суть три постояяныя произвольная. 
Полученные вторые интегралы должны служить дла выражена 
т, у, 2 въ фунвщахь врешени н шести постоянныхь произвольныхь: 


а=Ь 6, @, с К, Г» Г.) 
у=@, 6, 0, 6, Г, Т, Г }...... . 61) 
а=% С, ©, 6, Гь Е, Гу) 
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Выраженя для 2, У, 2 получатся, илн непосредетвенно изъ 
зыражений (51), взявъ произвохкыя по времени отЪ фувений "1, Ф, 2: 


(9, у=У, #=%0,......... (53) 


или изъ первыхь ватеграловъ (48), если рышить ихъ отвосительно 
Я, у, г п звифаить 2, у, 2 фунбщани %, $, №; выражены, 
полученаыя ть и другинъ путь, должны быть одияавовы, 
тавъ важь фунещи (51) должны тождественно удовлетворять урав- 
вевяжъ (49) или равносильнымь имъ иитегралачь (48). 

Выраженя для 2’, У’, 2’, полученны чрезъ двукратное диф- 
ференцироване фунёцИ 9, Ф,, %, по времени: 


а, =, “= ,....... (53) 


должны быть тождествевны съ выражениий; 


а, 0) 
АА и. 6) 
1 вн В , 
о т вы, &) 


иотожу чте функщи (51) должны чождеетвенно удовлетворять диф 
ференщальнымь ураввейяиь двяженя. 

И такъ далбе. 

Равениеа (48) а (51) должны быть справедливы для вех 
ЕГО Момент дВИжевя; причфвуя яхъ КЪ моженту %, вЪ который 
Фоординаты точки суть 2о, о, 2%, а проэвиуя скорости — 2», У, 22› 
ин получяжь слёдующую зависимость между этими постолянымя 
и постоянными произвольными С, С,..,. Гу 


ЧФИвь ты ыы о, В, 2) == С 
ФА. ть Че гы №, №, ни Я (55) 


ФИ том м, м, №, д) = 


— 54а — 
Фи, 2 Фи 2ь С, 0, 6)=Г,| 
Ф., по У» 2, С, С, С)=Ть!....... 56}. 
Ф.(ы то У 2%, О. Сь ©) =Ту 


Отсюда слЪлуеть, что 2, У»... 20 суть фуввщи %, Ф,.. . 
„03: оть в, Оу Сь Сь Гь Гь, Г 


==) 

ЗУ) 1... а лжнье 57. 
&= (В) 

2 == м 

У (В) еее + (58) 
в =4: (в) 


8 ТАБЪ КАБЪ 5, есть Произвольно-выбравлый иоиенть движения и С, 
Сь...-Ть суть поетоянны произвозьных, то в 2, Уз, ..-. 90, 26. 
суть величикы произвохьныя. 

Сльдовательно, Функии времени, выражеюция координаты 
движущейся свободной мазперьяльной точки и удовлетворяю-- 
щия данным: дифференщальныймь уравнешямь движеня, заклю- 
чаютз вё себъ шесть постоянные произеольныть, вельдствяе: 
чею координаты и проэкми скорости точки монуть быть 
выбраны по произволу 95 одимз изё моментзовз двимещя. 

Фучеии $, 9, 9 даюТь тв же саныя величины для коор- 
давать т, у, 2 въ шошонть {, кмя дань фунвны Ди, }ь, /з (43), 
если только удовлетворены условя (55), (56), или равносильныя. 
ить (57), (58); въ отомъ можешь убвхнтьея сдёдующинь образоиъ. 

Разложвиь функши Ф, %„, %, вЪ рады по возрастающень 
степенниь разности (#—&) ==; получить, наприиврь для 4, 
еладуютИЙ радъ: 


ФН ан. 
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30: 
(Ето т=А(®), ел, 
а. 1 - . и 
УФ, 2 Ч, д 2ь , до, д) ="), 
тавже убёдишел, что 3" (к )==Д"(Ь) и такъ даже; поэтому преды- 
дущИ рядь ееть ни что иное, кавъ разложене первой изъ фунеций 
(43) по воходящишь степевяжь разноети (+—#)=3, & потому: 


1:6, Сь Сь С, Гь Гь, Ру), 4, во, Чо 2, 20, 4% 4), 


то есть функии $, 9, 9, обращьютея въ фувкши д. /ь № 
если проязвольныя постоянных С, С.,.... Гь будуть замфиены 
величинами #, 2, №»... 20 при посредетв® равевствъ (55) (56). 

'Изь этого видно, что обв указанные нами према дають ре- 
зультаты тождественные. 


Прамфиниь второй ярменъ въ дифферениёальнымь уравяешямь пря- 
ра 4-го; мы легко найдемь, что первые ватегроды суть 


7:3 ‚_В ‚_@ 
ао, У ВЕоь го, 


. г. 
он=Гь уе я Е би =Г.. 


Составивъ равенства (55) {56) и ясключинъ прокзвозъныя постоян- 
вых изъ полученныхь вторыхь интеграловъ, мы приведемь посхфхве 5ъ 
знду (44). 


Диффереваюльныя урьвиеня двяженя свободной матерьяль- 
Ной точки ИоГуГь быть зажваевы совокунностью шести хвффе- 
феншальныхь уразнен:й перваго порядка: 


Каждое изъ равояетвъ вида: 
(6, в, ура, 2, у, #)=С. 
полиая производная первой ЧАСТИ вотораго: 


242, ах 


Я 


обращается въ нуль тождественно, когда вифсто производаыхъ отъ х, 
у,2,2, У, # будуть подотаваевы равных изъ вторыя чаетя урзвиевзй 
{59), называется интегралом этихь лифференщальныхь уравнений. 

Чтобы найти фунвили времени, выражающия 2, уг, 2, У, 
и тождественно удовлетворзющи ураввешянь (59), необходим, 
ижфть шесть тавяхь различныхь иятетраловъ: 


=, 2-0, =, Ф,==С, ,==0; с... - (60) 


из» полныхь производныхь воторыхъ во врешени: 


в, в, Я 4, 45 а, 
0. =, ч-=0, ‘е=0, ‘це=0, р=0..., (6055) 
получатся дифференщальныя ураввеня (59), если шесть уравне- 
ий (60 5) будуть рышевы отновительно яроизводныхь: 

4з. в, 42, 1 аи, ии. 

Я ЯР В в’ 9 

Рашивь интегралы (60) относительно 2, у,....2, пы поду- 

чихъ выраженя нослднихь въ функщяхь # и места произволь- 
ныхъ шоотоянныхь С, С,... С. 
Еели выражен для д, у, 2 суть” 


гдЪ вторыя чаети суть фувкии отъ #, С, С... Сь то вы- 
ракния дал д, у, 2 будуть: 


тавъ какь уравненя: 


и ми а 
Я, ЧЕРИ, Фр 


должны быть удовлетворены тождественно. 
Веявое равенство вида: 


ИФ, 9,....3)=0... 


есть также интеграль уразненй (59); въ самомь дЪл$ полная 
произаодная первой части его: 


аЕ__ 94, 
о 


обращается въ. нуль тожкоственно при заащеши проязводныхь оть 
2,9... вторыми частами уразяенй (59), тавъ ваъ такое зам 
щене обращаеть въ нуль похный проязводныя отЪ Фи, Фь,.... в. 

Изь етого сяфдуеть, что осли зововупиыя дифференщальяыя 
уравнена (69) ижбють шееть незавиекжыхь интегрьловъ, то они 
имфють еще кромв того безчислевное множество ивтеграловь, прех- 
ставляющихь собою коибиваци шести первыхъ. 


ВеякЙ вовый интегралт: 
ЩЕ ув, 2, у, в)==0 


‹овокувныхь дифференщальныхь уразаени (59) вожеть быть прод- 
ставленъ подъ видов (62); въ сахожь дЪлЪ, подотавивъ лЪъ Ф виЪето 
2,9,....7 ихъ выражена (61) и (61 513), мы обратияъ © въ ЕЪ 
которую функцию Готьё, Сь Сь,.... Оу замбнажь С, С,.... 0 
черезь Ф,, Ф;,.... 35: 


9=ДЬ 9, %,.... 
полная производная оть Ф иля этЪ {шо # будеть: 


8 9 4 Чл. 
Ри я к .. ий; 
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она должна тождественно обращаться В нуль, когда проязводныя 
отЪ 2, у, 2,.... будуть замневы вторыми частями уравне- 
шй (59); во тогда обращаются въ нуль также и нолныя пройз- 
зодныя функыМ 9, 9,....95 ноятожу должно быть: 


9 
Я 


значитъ: 
9=Ф, Ф,.... 35) =0. 


Произвольная постоянная С’ сесть такая ке фувкия произ 
вольныхь поетоянныхь (1, С,....С;: 


С=ИС, бь.... 0). 


Сафдовательно, можно свазать, что совокупныя дифферен- 
тальныя уравнешя (59) имють шесть самостоятельных 
интеграловв сз чиестыю независциыми производьными. постоян- 
ныны и безчнолениое иножество интеграловъ, предетавяяющихь 
коибиваци первыхъ; произвоьныя постояиныя послёднихь суть 
тая хе комбинати кезависямыхь произвольныхь постоянныхъ. 

К этому надо еще прибавить: что любые шесть интеграловъ ко- 
туть играть роль самостоятельных, если изъ нихъ, путень полнаго 
дяфферонцироватя по врешени, мотуть быть получены диффереящаль- 
выя урзвненя (59), вавъ указано относительно ивтеграловъ (60}. 

Бели найдены бухуть шесть самостоятельныхь нитеграловъ диф- 
феронщальныхь ураниеый (59), 10, иевлючикь изъ нихъ 2, У, 2, 
жы получниь вторые интегралы дифференщальныхь уравнешй двя- 
жен. 


НапримВрь шесть семостоательныхь интеграловь диффероноальныхь 
хравненйй: 


и би 92. 
Я, #9 ар 


а ив, #0 
т Ши ом 


450, У Во, #2 б5=0,..... .. (6) 
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полученные выше, и три новые: 


ЗАО, 3 Ву=С, 2-26... (88) 


По повлюченит 2, У, # изь (68) п (64), мы получимь вторые инте- 
тразы дифференщельныхь уравненй ирижфра 4-го похь сяфдующимь вя- 
ложь. 


Въ иЪвоторыхь вопросахъ жожно получить в шесть само- 
тоятельныхь натеграловъ, но трудно искдючАть изЪ нить 2, у, 7, 
тотдь совокупность шести первыхъ интеграловъ предетавляеть с9- 
бою рЬшене вопроса. 

Во веякомъ случа полное рёшеше какого-либо вопроса о двя- 
жени свободной матерьзльной точки завлючаеть въ веб шесть 
независимыхь поетоянныхь пройзвольныхь или величины %, Е 
3 2, 2, %, в. 

Момевть &% называютъ начальнымь моментома времени, хотя 
он можеть быть взять гдф утодно на протяжени всего времени, 
занимаемато разеивтризаеныиь движенемь; велячины %, У», 2 
называются коордяиатамя началанаю положеня малерьяльной 
токи, & величины 2,; у. 25’ проэбщиии на оси координыть 
начальной скоростие точки. 

Въ тёхъ случаяхь, когда будеть возможно к кужно для упро- 
щен фермухь, буденъ считать время отъ начальнаго кожента, 
нолатая &==0; тогда зачальныя координаты будезь обозначать 
буквами а, 5, с, а прозещи начальной окороети буквами а, 8, 1. 


$ 39, Случаи прянолинейныхь движенй матерьяль- 
ней точкя. . 

Начнешь съ разснотраня тфхъ случаевъ, въ которыть сила, 
приложениая въ иатерьяльной точкВ, ижбеть неизифнное капрзвле- 


— в — 


в въ проограветв® и начальная скорость параллельна тому же 
ванраалению; тогда матерьяльная точка совершаеть дважеше по 
прашой, параллельной этоху направлено. 

Въ самомь дл, воли овь Х сдёлаещь пзраллельною этожу 
напразленю и проведвиь ее черезъ нззальное положене мате- 
рьяльной точки, то дафферевщальныя уравневня данжешя будуть: 


"== Х, зву" =0, и" =0; 


первые п вторые интегралы цослЪдвихь двухъ уравненй очевидно 
булуть сафдующе: 


потому чте 


и далфе; 


потому что 


о, = 


слфдовательно, матерьяльная точва будеть совершать свое дви- 
деше по ош Х. 


Въ отавшемея дяфферениальномь травненн движеня точки 
@к 

тав=Х....... 

вторая часть Х, выражающая величину и зпакъ силы, призо- 


Женой БЪ ТОЧЕЪ, иожеть быть функщею: 


8) одой азъ величинь /, х. э, 
Ъ) двухъ наъ нихъ, 
®} вобхь трехъ; 
ножехь поэтояу различать случаи семи родовъ: 
И Х=Ф 4} Х==фх. =) 1) Х= 2.1). 
2) Х= 2) 5) Ха, 6 
3) Х==4(') 6) ХУ 
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Случаи 1-10 рода: 


та’=40. 
Первый интеграл: 


т’—90=0С; = / $ {ие 


Второй интеграль: 


тг— Ри) — = 


На= / $4. 
Заваенмоеть между произвольными постознныхи и вачальныхи 
обетоятельствами движения: 
тх —Ф%)=0, ть— В) — бк =Е. 


Исключивь Си Г явь пернаго и втораго иатеграла, кы 
похучииъ: 


1 


: В 
ааа / Е. / ом... (9) 
ъъ 


Приифры: а) Падеше матерьяльной точки вертнкально сверху 
внизъ подь вташемъ сиды тяжести, прининаемой поетоянною 
(5 Х направлена вертикально, сверху внибъ). 


зе’ ту, до==0, чо==а>0, &==0. 


Ъ) Двикеше тажелой ивтерьяльной точки, брошенной снизу 
ззерхъ вертикально: 


им’, 60, ль==0, ду==-в, РАВ а>>0. 


Онредёлить: высоту подиятя, зрамя подъела я дазьныйшее 
движене посл поднят ва пзибольшую Вест. 
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Орнывръ 6-й. 


Хаит ть, 2-0, т,=0, &=0. 


точка совершаегь колебательное движеше около центра, движу- 
т 
щагося раввомьрно со еворостью э> 
Случаи 2-0 рода. 
эта" ==ф (2). 


Это дифференшальное уразнене можеть быть замфнено сово- 
купиостью двухъ дефференщальныхь уравневй перваго порадва: 


47 ах 
таз =), ея, 
Боторыя могут быть представлены так: 


энах 


наз 4: 


ф-т =. 


Первый интеграль дифференщальнаго уравнена втораго по- 
рядка нолучишь, интегрируя двучленное уравнене: 


эс’ аа! = (дат. 
Этоть ивтеграаь — сяЪдуюний: 


ти — зе, фен Г фа. 


Второй нитеграль давнаго диффероннальнато ураввеня вто- 
фаго порндва будеть: 


И м т 
Ут бин". 
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Зависимость между произвольными поетознными и начальными 
обстоятельствами движения: 


тео) — 29) = 


. 
Вр уть Ро | рртеаих: 


== ва / +) мании. 68) 


о Уна 1... 89) 


ы (мон Л ‘ем 


Примёры аи В: 


Ноотону: 


Х=ту, 6=0, %-=0, ха 


Примфрь 7-й. ХВ, то есть сила, дАйствующая на из- 
терьяльную точву, есть силв, оТТАЛЕиВАЮЩЕИ 66 ОТЪ НЗЧАЛА &0- 
ординать 0, и величена её пропоршюзальна разстоянно`оть О. 

Положить 


1520, з-=а, Хо=а. 


др ма"); Вере. 


т=У Рае Р-р; рн 90°. 


Если начальная сворость « изетолько велика, что 2>0, то 
2, не обращается въ нуль, а’потову и ве ибнхеть свого ЭНАЕА ВО 
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время движения; въ отихь случаахь движеше совершается безъ 
переюъны нанравлещя въ одву и ту же сторону оси Х, в именно 
въ положительную, ебли я>0, в въ отрицательную, если а<0. 

Если же р<0, тавъ что можно положвть: р=— я’, то вы- 
раженше для д’ будеть 


= — и. 


ФНО ПоКАЗЫВАеТЬ, что наищеньшая аелечина, которую ножеть ить 
2, есть и”, то есть, что малорьяльная точва не можеть прибаи- 
зиться къ началу коордянать на разстоане, неньшее ю; когда & 
будеть равно я, тогда скорость сдфлаетса равною нулю и посав 
этого направлене денженя перемфнатея. 
Далве: 
Ра 
4 
Дуже, 
а 


ЕР —_ 
18 ЕЕ 2+УР-ь=(а- Е 
“ту 
отеюда, 
На ИИ 
ар "ЯР. 


Сложивъ равенетва (70) н (71), мы золучинь слёхующее 
выражене движешн точья: 


в Я — е—&# 
«Не ве — 2 
а... 


. 92) 


Эта формула хожать быть представлена въ бозфо сжатой фери?, 
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#о въ различнокь вид, смотри потому, ЕАБОЫ ЗНАБЕ ПОзични 
{4--) в (а). у 
&) Если эти величины нибигь одинаковые знаки, то, похоживъ; 


№ / ре 
е 
«+ 


зожень предотавить выражеше для х такъ: 


аи (ее), =. 


Тавая завнеямость 2 оть ё изобразитея графически кривою 
инею такого вида, вакъ нь чортежё 1-шь, если изображать & 
эбщиелии, & х ординоташи. Вел кривая ньходится;, или на ето- 
ронф подожительныхь, ихи ва сторон отрицелельныхь орджнать; 
ОМ явображаеть т, т.-е. моментъ, въ который точка находится 
зъ кратчайтемь разстоян отъ налахь координат. 

Ъ) Екля знаки вышеупомявутихь величинь разяичаы, то поло- 


жуъ: 
№ $—в 
в = Е я 
5 


можешь прадставить выражене для х тавъ: 


Ре), #=:— 9. 


Такая завнениость. изобразитси кривою тького вида, какъ на 
чертежа 2-иъ. Движение совершается со скоростью, ие ззифихющею 
сщоего ваправленя; въ жошенть ОМ==6@ точка проходить черезъ 
зачало координаях. 

с) Ежи 

а&—а—0, 
то тогда 


заем, 


— 66 — 


то воть, точка взоомитотичесви удажнется оть началь коордниат 
въ безвонечность. 
4) Ен 
ай-+а=0, 
тогда 


м 


д=а8 ? 


то веть точка зесниптотичесни приближается въ начазу координатъ. 
Примфръ 8-й. 
Х=-№а, &=0, жеа, &.=а; 
10 еь ева, дВйствующья ла матерьяльную точку, вс7ь притя- 


жен къ точ 0, прямо пропорщювальное разстоанию оть нея, 
Въ этошъ случа 


УТ «уд; {= 


такъ какъ скорость дозжна имёть во везкошь случьв дфйстви- 
тельное значене, то 2° не можеть быть болфе д’, и вогда 2==-4, 
скорость обращается въ. вуль. 


Дрлье - 


ВГС ВВ Аг в ый, 
отвудь 


ре в =8 ты 
аа (ыЁ-нагоа *} = совы г: пы; 
слздовательно 


д-=аствы --“вты.  езкаауниь 3) 


Это выражено могло быть нодучено пряно изъ выражены (72) 


—-6- 


черезъь замёщене величины $ величиною $», ГХЁ ИБ проив 
100, оно сотявеуется съ выражещемь (45, 2), удовлетворяющимь 
тову ке самому дифферевщажьнову уравнению. 

Изъ выражешя (73), а еще лучше изъ выражены: 


ет (6); агат 
видно, что точка бовершаеть перюдическое вожебательнове движе- 
ве овохо вачахь О, отвлоняясь ва разстяя Гон —чшю 
об стороны его; полный перюдь колебыйл равень 27, дв: 


КИЙ, Е... @355) 


Это дифферовтальное уравневи 2-го порздк жожно заи- 
вить двумя двфферевщальными ураввемаюи нерваго порядка, ко- 
торыя ножа представить тавЪ. 


зах _ ат 
фея =4. 


Въ случаяхь уго рода, снотря но обстоятельстваиъ, можно 
Гёльть вопроеь равхичныхи споеобами, 
А. Интегрировать ураниене: 


= я =4. 
Если интеграль ето: 


= зона елены (28) 


пожеть быть рЫшенъ относительно 2’, шоторае выразитая ифкото- 
рою функцею $ оть (#--0)), то второй ивтеграль хавнато лиф- 
феревщальнато уравненя будеть: 

Г + )и==--0,........... #5) 


5” 
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В. Иктегрировать уравиене: 


те ах. 
Ели нитеграхь его: 


пожеть быть рёшень относительно 2, которое выразятся нфко- 
торою функщею Ч оть (2--С,), то второй интеграль давивто 
дифференщальнаго уравнен!я будетъ: 


‘Г адевуннно,...... и... 7) 


С. Второй интеграль можно получить или разеивтривать, 5аБЪ 
результать ноключеня д изъ питеградовъ (74) и (76). 
Примёрь 9-8. 
Х=ту — т. 
ели положительная обь СХ направлена вертикально снерху 
знизъ, 10 такяиь образожь будеть выражаться равводьйствующая 
взъ воз матерьяльной точки и сопротивления воздуха, если при- 
нимать послёхнее пропорщональнымь первой степени скорости, 
Вь мможь приибрё можно, кроиф предыдущихь прбмонь, 
пряиёнить слдующИ. 
Охивъ изъ первыхь инзегралорь даниато диффоренивальнаго 
ураннен!я втораго порядва: 
= — №8), 
будеть сябдующи: 7 -\ 
#=я—ю+С 
а —а=и— И — а). 
Другой получится по форму (4) и будет: 


Де 2% и. 


ии 
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9 \_ 
ов) 
Искличивъ. 2х изъ отхь двухь интегравовь, мы отче 
‘`результатъ: 


или 


вв — ($) (1-9)... @8) 


Эта фермула пригодна, какъ дли восходящаго, такъ и для 
зсходящаго движеня мотерьяльной точки; первое имфеть исто 
только при а<0 и продолждется тожьво до момента: 


ы-ув(1—®), 


3Ъ БОТорый скорость обращается въ пуль и съ котораго начинается 
исходящее движене. Во веякожь случаВ екорость съ точенень 


Времени ассниптотичевки приближается къ предёлу + *). 


Примфрь 10. Прямолцнейное двинеще тяжелой иатерьяльной точкы 
в средь, сопротирлевю которой пропорщюпально к?бу скорости; коэффи- 
цюнть сопротивления среды означимь через 210. 


то’ то. 
Изь дифферемизаьныхь уравненй: 


ах шаг 
а 9, та 


составимъ схёдующее: 


а 
даче — №4), 


*) Изобразивъ зависимость (78) графически, потучныт, криную, изобра- 
женную на чертеж 3-мъ; выпуклость этой крикой постоянно обращена вт оси 
абщиссь; она иметь зесмыитоту, наклюненную къ оси абинесь подь угзомъ, 


ЗАБиаоь котор ость; ; х мифеть наименьшую везичину въ точЕЁ М. 
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ничеграль котораго есть: 


2 Зет 
зако (99 


уе — в9-С;.....-..... (89) 


Полагаи {,—=0, 2-20, 2’ =, получишь, для опредёленя С, ра- 
венство: 
м) 


я эго ==0; —9йа- 


По нокхючени С, равенство (79) холучять слёдующй вдъ: 


3 (; — ИЕ а))==агв в ов. ... (80) 


Дяя получешя другато перваго ичтеграда им состаяныь слбдужищее 
дифференщальное уравнене: 


Я 
за = И@Е--Ь@, 


явтетрахь котораго — езфдуюний: 


о внИ-Н-ЫО--С,.......... 89 


вле 


81: + Их 4) 105. 


вы... (89) 


Совокупность первыхь интеграловт (79) я (81), или (80) я (82) пред- 
ставзяеть рышене задачи © днижены тяж”лой матерьяжьной точки, бро- 
ненной вертнказьно вверхь идн винаъ и дянжущейся въ средь, сопро- 
товляющейся пролорщонально вубу зворости; въ сзможъ дЫф, по форку- 
ламъ (80) и (88) шожемь вычнелять #н х, соотвфтетвующая разанчиымь 
скоростямъ. 

Но можно неключить 2’ изъ этяхъ ивтегразовь и тогда получныъ вто- 
рой нитегражь въ вяд® зависимости между величинами: 


= Ци 4), = -на 4), 


и этоть же интеграхь можно получать черезь интегрироване уразненя 
(80); результать будеть ехбдуюз: 


вв: — 1+ У Зяшене 9. оз неные + - (83) 
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Иля опредблещя момента 4, м похожения 2; нанбольщато подъена ма. 
перъяльной точки при отрицательной начальвой скорости, подожимт въ 
равевотоахь (80) п (82) 2-5 пои, т% # оаначаеть положительную 
скорость; #35 нихь похучимь стдуюруя вырыжевёя: 


ВЫ 
РЕНО ‚Зав 


..- 84) 


—{@,— а) по 4 У Затев =]. .. (85) 


Приибрь 11-й. Тажельй матерьяльная точка движется зЪ 
средь, сопротивлеше которой пропорщенально квадрату окороети. 
Въ этомъ случа Х выразится веодинавовымь обрёзомь при на- 
доНы точки сверху вянзь и при подъемй снизу вверхь: 

пра надени Х==(4-—“2'), 
при подъенв Х==и--Р (а). 
Дифферонщальныя ураваеня движоня будуть: 
при надены 2'=9— (7), 
пря нодъенв 2”-=9-- (2); 
разница между нЕИи тольБО эъ знак у’, поотову мы будень 
китегрировать только уравяеше для падешя точки, а чтобы пе- 
рейтя къ подъему, должны будень подставить въ резужьтать 2 
(Ех +5У-Ъ вто В, 
'Интегриронать уравнене 
=9—(@=)} 
ЖоЖно по всякОБу ЗЪ укАзанныхь 64000бОВЪ; №0 6100067 А сна- 
чада подучимь интеграхь: 


= 9 — 


лотову что дробь, стоящая подъ звакожь интеграла, можеть быть 
разложена слфлующимь образонь: 


42 Е = + 1 )) 

У ы ГУ 
Предыдущее равенство, при положена #,==0, и’=:а, дветь 
ты Е ата 29 


тя а 


, 
тдф, для кразвостн, введены обозваченя: 
& — 
у ЖИ 9—==. 
Рашизъ равенетво (86) относительно 2, получится разное: 


паи ааа], 
ХТ - аае 1 — заре ЕЁ 


которое легко интегрируется я даеть второй нитотраль диффе- 
ронщальнаго уравненя двяжена: 


ве = в 
а ов (9 а Е: “) 


аа 108 (со (НУ утв 9). 


позучиь 


О а 
бы т 


продолжая дальше, вы придешь въ тои) = атому результату (87). 

Чтобы получить выражене для двежен:я снизу вверхъ, надо 
положить скорость « отрицательною и зажфнить & черезъ +4, тогда, 
выражен (87) праметь сявдующий видь:' 


— 18 — 
ав 105 (в 4 Урата И) ‚.... 88) 


ТДВ ПОДСТВВЛОНО «= ——и. 
Равенство (88) при движени снизу вверхь замбнается с1%- 
дующииъ. 
о ча) 
ны ..... 
„Наибожьтая высота опредфантся наъ посидияго равенства, но- 
ДОБЯВЬ ВЪ немь 2'==0; озпачииь высоту подвази (а — 24) черезъ №. 


‚. 


Движене, совершаеное иатерьяльною зо5БоЮ по достижение 
нвибольшев высоты, выразится уравнешаны (86)}—(88), веди под- 
ставимь въ нихь (;—1;), 2, и вуль виЗето $, а ма. 

Скорость ©, бЪ которою точЕл возврачится въ положение 7-4, 
опредфлитея изъ (88): 


1— Е ев) ще. ,...... (92) 


скорость эта оказывается меньшею я; въ саможь два, изъ (91) 
я (92) получимъ: 
_# 
ое **. 

Прныёрь 12-й. Прамозвнейное данжен:& тяжелой матерьяльной точки 
въ. средь, сопрогимеве которой выражаете сумиою двукь членовы од- 
ного, пронорядоназьнаго нервой степени, другато, провоущевальнаго оторой 
степени скорости. 

Предполатая движене точки сверху внизь, вапишемь дяфференщажь- 
ное уравнеше движения: ` 


та’ =ыт — ЗВ — (7); 
но мы можем этому уравненём» ирихать лакже. схбдующй вядь | 


РН Е, анньь .. (83) 
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тд: 
Е ы 
И В не Ве 


Днфференщальное же уравнеше (98) отяичвется оть иерваго изъ двф- 
феревщальныхь уравневй предыдущего `‘прямёре только хоэффиентами и 
зяаченемь зависнией перемфаной, но ие видомъ; а вотому ссылаемея на 
рефравтаты 11-го примёра- 


Въ случаахь 4—7 нельзя дать общихь правилъ, хотд въ 
ибкоторыхь задьчахь можеть быть произведено одно, `& въ дру- 
тихъ и дна интегрирован; мы привехонь здёеь нфевольво прии%- 
Тювъ ТАКЕХЬ ЗАКАЧЕ. 


Изь саучаевь 4-0 рода: 
та" ==ф('.2) 


Прнизръ 13-й. Матерьяжьная точка, претатизаамая. къ. налалу коор- 
диветь силою, проперщювальною разетоянию отъ. ле, движется по ск Х 
въ средь, сопротявзене которой пропоршовадьно скорости точки. 

. ‚ Этоть частный случай примфра 3-го мы раземотримъ здфсь подробн\е, 
выть въ $ 18. 
Дифферевщазьное ураввене движеня: 


их’ =— Эх тт 
представииъ такт: 
+ 2 {Е=@—5 
затем помвожижь` 068 части ривенства на е въ степени # и означамъ 
проиезехоне изъ = на эту стевень е черезь ч; тогда. инфференщадьное 
уразнене получить сафдующй вядъ: 


Е; ем, . 
з это есть дифференфельное уревневе примфра. 7-го шли 8-го, смотра по 
тому, кавовь знакъ равноств (&*—®). 


а) Есан (#*—^) есть зезачива озризательная, то, повожизь: 


Гы, 
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примфикиь формулу (73), которая зъ этомъ случа подучить сдфдующуй 
виды 


== $ совы -- Зв ьё; ' 
но, Тавъ как: 
Рожа, Фо == а, 


то искомое выражеше для х будеть имфть сабдующуй вихь: 


== 


Магов И меш (ИХ... (04) 


Двнжеше, выражаемое этимь ураввещемь, ость кодебательное съ 
уиеньшающимися размахами; сужна, заключенная въ большихь скобкахь, 
измфнается перюдически, такъ зто въ моменты: &, СОТ, #+-4Т, Н-6Т, 
ит.д, ояа пифеть одну и ту же величину, воли 7 всть слфдующуй проме- 
вртокь времени: 


Тв... ль. нь: (48 


Въ эти моменты х будеть иыфть слфкуюдуя везочины: 


дети, дем. т, ден. от, ДН, СТ, 


тдф А воть ведичына уномивутой еуыиы мъ моменть #. 


Отерда видим, что величины х для этихъ момевтовъ уменьшаются 
въ. теометризеской прогресын, отноиене которой есть: 


Т.о то 
е Ту 


-. Чертеж» 4-й. пзображаеть закон нвифненя х съ хечешемь времена, 
вмражаемый формузою (94). 
Ъ) Когда #*==), формуле (94) приметь ся хуюнуй виды: 


ге М (а--(@ё--«)),... 


зотому что, при А: 


608 ви) 1, о 
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Изь формулы (96) получимъ слдующее выражон!е скорости: 
а=е- (а — (ай-- в), 

изъ котораго видно, что скорость обращается въ нуль при $=& 
в=_“ 
\. Же) 

и при = 2, 

‚18 Въ моменть $ координата м, выражается такты: 


ве) 
Формулу (95) можно преобразовать къ сабдующену виду; 
се (1+); ЗВ... ана. (955) 


‚ _ На, черложв б-мь проводопа кривая, изображающья заковь изифие- 
ша =, зыражаеный формлою вл дн (95 8); нвквысешаа точка М соот- 
вфтетвуеть момевяу 4; Буи т точка проходить черезь начало коор- 
Хипать, ® пря 2Ё Е прива нывоть точву перотибз. 

©) Бели {№ —Х) есть величина положительная, то выражене {94) по- 
зучить сАфдующ видь 


де (вов (НИ) + уран), (06) 


ое ни... (96 58) 


8 РЕВ К и 9-ЕЕУ И суть дБ возожатежьных вехи- 
чины. - 
Въ тфтъ вбиросвхь, въ которыхь фувкия ф (2, 2”) нифеть сяблующй 


вихь } 
фей до-н 9), 


всегда можно пайти первый натеграль дифференцажьнаго: урващентя- двя- 
женя; въ свмомъ двд, это уравнене: 


= Ка)! 


тт - 
можно представить чакъ: 
24 (=, 


ви тады 


2 — ва), «= 


а это есть обыеновейвое хинейвкое дифференцильное травноше лерваго 
порадьй, рёшеше котораго, вакь навфстно, веть: 


ие | аан,...... 1) 


тд; 


9()= } зфаг. 


Примфрь 14-й. Матерьяхьнал тозка притятиваотся вл началу коорли- 
нать силою, прямо пропоршальною разстоянию оть чего; двяженв вя вро- 
исходить въ средф, изотноеть которой обратно пропормюкальна разстоячию 
оть ваза коорхинать; эта среда овазываеть движению гопротивлеше, 
пропорщональное изотности и ивёдрату скорости, 

Начальное пожене точки” на позожительной он Х въ разстояни 
@ оть начала координать, начальная скорость равия нушю, опредётить 
жвижене. 


Въ эмъ прямёрф Д2)-=— 7%, фукия же ф равна 
:# 
= = 
ведя точка вахожится на положительной ос Хи скорость, в направлена 
къ началу координать, 
Но формухв (97) составниь равенство: 
(6 —(Ева=); 


опрехфлныь С’ во назальнуиь оботоятезьствямь даншенау; окажетек: ` 


беге. 


— 8 — 
По извдечеши корня и по отдёлени перекфавыхь, позучимь хиффе- 
ревщатьное уравнен1е: 


Е: в 


АИ 


яитеграль котораго: 


агс с05 (=ьиг 


даеть вамъ выражене давжены точкв; 


= (ов ИТ с 


Двпжене, вачавтееся въ моменть &—0, кончается въ моменть 7 


Тур. 


. (98) 


въ эюоть моменть точка приходить ыъ зачаю коордивать и скорость ез 
обращается зъ кузь. Ивябольшая скорость, которую имфеть точка во премл 
дзажеша, равна: 


* 
(в) 
вв 
Из сличаевь 7-ю рода: 
та” = 4 2, 2). 


Прииёрь 15. Матерьяльная точка, двнжущанся по он Х, притагв- 
взется къ т0чкф Ю, которан, въ свою очередь, двяжется по той ме праной 
по схфхующему закону: 

=„=40; 
сна, притагнвающай матерьяльную тозБу къ точ Ю, прокорщональна, 
разстолиню отъ нея, притомъ движене происходать зъ ненодвнжной ережь, 


оказывающей сонротивлеше, кропориюнальное скорости, 
Очевидно, дифференшальное уравнеше движежа будеть сэ \дующее: 


вы" жи =.) 
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пан; 
2" арг ея); «==; 
интегрироваве его не предетавить затруднен}, если извфетенъ зидъ функ- 
щи 9. 
Нрииёрь 16. Задаюе отхичаотен оть задашя предыдущаго пряхёра 
тВыь что Ё и ^ суть функын времени, удовхетворлюзя сзфхующему 


услоию: ` 
му-во = 


ТАЪ м воть величена постоянная. 


Ноюживы 
= 0, 00= / О 


и принявх во нивмеше услоше (99), мы преведемъ дифференнальное урав- 
зензе къ сифдующему: 


ричи. 
Примфрь 17. Дифференшальное уравнене движешя: 
а" -0, 


126 Ги ^ еузть дё% фуикши времени, уховдетворяющуя стьхующему 
условно: 


1 $ есть фувкийя времени, удовлетворяющая хдвфферевщацьному урав- 
невно нерато поридка: 


У+ечуко,...... аня 0 
"ив волучинь, для опредьлеща & сябдующее зифференябильное ‘урарнене: 


РОО. аа... 489) 
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Дифференщальное уравизше (101), на основани условйя (100), можеть 
быть приведено зъ такому внху, при которомъ перекфнныя могуть быть 
отяёлены и интегрироване произведено; окажетса, ч10; 


{= миг тов (Ия м; 


затфиъ проинтегрируется уравненше (102) и найдется схёхующёй резухь- 
тать 


=" зи(Г-+- 0/1— п"); 6= й 44. 


Вь тёхь вопросахь, которые требують интегрирован дифферонщаль- 
ваго травнены: 


аа) +(а=о 


всегда можеть быть найдень первый ннтетрахь; въ самом ХЬХЬ, поло- 


живъ 
р . —_ Г ах 
= . 

жы приведемь дафференуальное уравнеше къ сглующену; 


Е ==0; 


=; = — Г ява — /' да. . -- 8) 


$ 29. Вопросы объ енредёлейи привелиненваг дви- 
жека свободной иатерьяльной точки, въ котерыхъ каж- 
дее изъ днеференщальныхь уравнены утораго порядка 
нитегрируется отдЁльно. 
` Переходя въ задачамь в вопросваъ, относящинея зъ криволя- 
нойнымъ хвиженяиь иатерьязьныхь точек, иы нрежде веего упоия- 
Уеыь о зФхЪ случаять, въ которыхь опредфхене квиженя но ваАЖДОЙ 
изъ вкоординать можеть быть произведено въ отхёльноетв, то есть, 
Бога каждое изъ диффереюоальныхь ураваевй втораго порядка 
заключаеть время, тольво одну изъ иоорхинать и ея преизводхвыя. 


& поэтому: 
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Въ числу тавихь случаевъ привадлежать тВ, которые при- 
ведевы въ $ 18 подъ названюшь примвровъ 3-го, 4-го я 5-го; 
тамъ получены яхъ интеграхы, ЗАЪеь остается ПОЕАЗАТЬ, БАКОВЪ 
зидь траэктор!й. 

Въ праиёрё 4-мъ сила омфеть иеизмёнаое направлено и 
постоянную везечияу: 

Р=У@ +0. 


Расположииь оси координать такихь образомь, чтобы оь У 
была нараклельна направженю сялы Р, чтобы начало воорданать 
совиздало 05 начельнымь положонежь двяжущейся точки, чтобы 
начальная сворость заалючалась въ нлоекости ХУ и чтобы эта 
скорость составляла острый уголь съ осью Х; тогда дифферен- 
щазьных уравневя движеня будуть: 


2. 
тдя=0, тр =" 0; 
вачальныя обстоятезьства движен!я: 
а=0, 5==0, е=0, 1=0; 
поэтону вторые интегралы будуть сд®дующе: 


аеар, у НЫ, 2-09... .н... (104) 


здВеь 9 подстаалено вифето чатнаго: (Р; эн). 

Уравиеня (104) отзачаются оть уравненй, призеденныхь яа 
стр. 7-й кинематической части (примфръ 3-й), тозько знакомъ 
пере произведешень В. 

Означивь черозь ®, величину начальной скорости в черезь 
(Е: +е)— уголь, составляеный ею 6ъ положительно овью У, ны 
полузимъ сдбдующее язвфетвое уравневе параболической траэк- 
торш тяжелой изтерьззьной точки, брошевиой въ пустотв полъ 
утюжъ © въ горизонту: 

о ил: (105) 
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Вь прям б-мъ мы ограничимся увязавемь на видь траэктори въ 
чом случай, когда: 


ЕЖЕ; 


1-е. БОГХА ва точку дЬйствуеть притяжене къ началу коордяиать пронор- 
шональное разстояйю отъ него. 
Вь этожъ слузьБ дифференщачьных ураввемя двяженя будуть: 


@х__ у 4 _ рр 
ав Я, ав, ав *, 


они сохранять тоть же видъ, если мы перемфиныь направхетя прако- 
утожьныхь осей какимъ бы то ни было обрезомь; то есть, есжи мы отне- 
семь дввжущуюся точку кк другимъ ноподаижныйь прамотгольнымь ослыъ 
Е, Т, 2, имфющямъ то во самое начало, то, въ новыхь коордиватахь Ё, 1, $ 
дифферевщьльныя уравнени получать тогь же самый видъ: 


4% 
Ра 


4 4% 
—% жеж, в=— к. 


Возьыемь за плоскость В Т ту плоскость, проходашую черезъ на- 
чальшов положеше точки, которая заключаеть въ себЪ направленю на- 
чальной скорости; тогда 3,==0, '-0, а потому выражен (45) будуть 
сзбдуюлуя: 


& 2: 

= сов ха 8 
№ 

10 608 х8 оз 


0. 


Тразктори, заключающдяся въ плоскости 2 \, есть эляниеь, цвитрь 
котораго находится въ началь координать (см. въ Винемахичесвой части 
на стр. 50 задачу 5-ю). 

Есаи въ примёрв З-мъ вовьшемь сзучай: 


ВУ; А— #20, 


то, подобно жакъ и чь предыдущемь прямЪрё, убедимся, чо траовторы 
будеть кризал плоекая; хопустинъ прямо, что траэкторя заключается въ 


влосвости Х У, тогда выражения (46) примуть сл®лующуй видь: 


— 83 — 


в=0, деее (а сов ева а 26), уже сов + В: зи =Ё), 


ть 
она 


= 


922 


ЕЛ 


& в © суть координаты начальваго положешя, о я В--прозкщи начальной 
скорости ва оси коордавать. 


Чтобы уновить себ двищеще точки М, представныъ 60% другую точку 
М (т, у), движущуюся по закону: 


А-а 606 её аа 5 ё., дл=-Ь 605 её {31 310 =; 


ЕвыЪ видно изъ предыдущато (5-го) иримфра, точка № будеть описывать 
эЪкоторый аллицеь, выёюций центрь въ начахё координать. 


Точка М будеть находиться пя радиуе® векторь точки №, по будеть 

зесямптотичесви пряближаться къ нячану координать, танф что, если черезь 
рис, озвачимь даины радёусовт, векторовь ОМ и ОМ. то будеть: 

—м. 

= у 


<яуховательно, точка М описываеть вокругь начала коорденать нёкоторую 
свиразь логариемическато характера (черт. 6}. 


Пряшьрь 18-й. Движеню точки при дЪйстыи сиды тажести 
въ сопротивляющейся ередф, сопротивлене которой пропорщю- 
нально первой степени скоростя. 

05 2 рыпохожииь вертикально снизу вверх, 10 есть про- 
тивопохожно направленно снлы тяжести. Начало координать со- 
виЪетикъ съ НаЧАЛЬНЫМЬ положещемъ точки и 06 У изправекь 
такъ, чтобы начальная свороеть заключалась въ плоскости УХ. 
Тогда печальных обетонтельства движеня будуть: 


4-0, «=06, $-=0, с-=0, «=0, 8=06089» у=% зщ 6», 


ТД 3% оввачаеть начальную скорость; ©, — начальный уготь, 
зоставняеный скоростью съ осью У; съ 065ю 2 она соетавляеть 


утв (5—6). 


— 84 — 
Изъ трехъ дифференшальвыхь уравненй движены: 


р ау 4 ат ГА 
О, ира, тан о) 


первое даетъ, на ононании начальныхь усломй, резуяьтать 7==0, 
выражающий, что ивижен!е происходить въ плосвоети УХ. 

Третье дифференщальное уравнене отличается отъ дифферен- 
щазьнаго уравнешя примфра 9-го тфиъ, что вифето х здесь 
находятся (—2), возьмемь поэтоиу формулу (78} и подетавинъ 
въ нее: (—2), нуль и (— 7) выфето 2, @ Е в, повучихь, п 
пзивиени знавовь въ объихъ частахь равенства: 


=")... (106) 


Чтобы перейти оть третьаго хифференщальнаго уравнения 5о 
второшу, надо зажёнить у-- нулежь и д черезь у; поэтону сдЪ- 
лаешь подобныя же заифщеня въ форитлв (106) и сверхъ того 
заифнимь 1 черезь В; получинъ тогда второй интеграль втораго 
дифференщальнаго ураввеня: 


=) рее чеянне я (4107) 


Получевяне результаты (106) в (107) выражають коордя- 
латы у, 2 въ функщахь времени; составлеше уравневя траэктори 
и раземотрёе вида сл сдфлано на стр. 50—51 внненатеческой 
части (черт. 30 ташь же). Уралнеше траэктори — сяфдующее: 


ерннвы-) 
если разложить зогарионь въ радъ, то нолучииь: 
И. ИЯ 
а Н....). 


Положивъ здфсь А=0, мы получижь уравиене ураэкторие 
въ нустотЬ 
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Изь отихь двухь равевотвь сифдуеть: 
п, и 
ааа...) 


то веть, что, при одной и той же аблисев, ординта тразктор!и въ 
зопротивхяющейся сред кенфе ординаты параболичесвой траэктор!и. 


$ 31. Два пшена яреобразовашя дифферениальныхь 
уравненй движеня свободной матерьяльной точки. 

Обилие способы, схёдуз которышь можно было бы рёшить 
зечкую задачу о кривонннейнокь движеши точки при дВйств 
кавихъ бы то ви было сить, неизвфетны; извфотны только н&- 
Боторые прешы преобразована дяфференитальныхь урзниен!й ден- 
мена, при примфвени воторыхь можно получить ифкоторые из» 
первыхь интегражовь, если приложениыя къ изтерьильной точеЪ 
«илы удовлетверяють нфкоторымь условяжу. р 

Юдинъ изъ отихъ промовъ заключается въ сабхующемь. 

Нонножить трегье изъ дифференцальныхь уравиен! движения: 


тах, ту, те т аненнь {36) 


за у и придадимъ къ вену второе, помножевное на (— 2); соета- 
витея равенство: 
$ 
а) = —9У,......-- 88) 


первая часть вотораго веть проазводная отъ 


= —:9) 
ло & портошу равенство это (109) жожеть быть паинеано такъ: 


Чу 
8 (94 и 


} =уй—2У........ (Иа) 


Помвожимь первое изъ уравнемй (36) на 2 и придахимь в» 
нему третье, помноженное на {— 4), получинъ: 


ах а 
паи] ох — а... (105) 


навонець, пошноживъ второе изъ уравнешй (36) на х и прядевъ 
хь ношу первое, понножеюное из (-—9), получки: 


23 
ма] ух и: (10 <) 


Въ сифкующихь параграфахь будетъ объяснено значение разво- 
стей, ваходящихея во вторых частяхь полученныхь хифферен- 
щальныхь уравнений (110, а, $, с}, затёиъ будеть показано, веке 
интегралы получазотоя изь этихь уравневйй и при вавихЬ условйдхъ. 

Другой прет, при посредетв® котораю из уравневй (36) 
соствванетоя ‘дифферевщальное уравленще, легко иптегрирующевся 
три ифкоторнхь уеловыхь, состоть въ тошь, Что первое изъ 
уравненй (86) помножаотся из 2’, второе — ва у’, третье — на #” 
х затЬмЪ, по еложещи, составияетей уравнеше: 


ту) ХУ ий, 


перваз часть вотораго есть, очевидно, производная по врешени 
оть «азлующаго триязлена: 


(еее). 


выражающаго половину произведеня ызъ иаесы на кнадрать ево- 
рости маторьальной точки; поэтону, полученное аферекидальное 
уравнеше можно записать такъ: 


(и 
С } хе УМЫ... @) 
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ЧонноживЪ 068 частн этого дяфференщельнаго уравненя на 
4, позучаиъ: 
&( = Хаг- У и.....-..... (49) 


Значене первой и второй частей этого дифферевцальнято 
‘уравненя будоть объяснено въ охковъ изъ елёдующихь израгра- 
фовъ я затёмъ будеть указано, вавой интеграль получается изъ 
этото уравнешя и при вакихь услонахъ. 


$ 32. Значеше эторыхъ частей дифференщальныхь 
уравнений (110). Моменть силы, приложенной къ вате- 
ръяльной точЕЪ, вокругь даннато центра к вокругъ дан- 
кой оси. 


Чтобы объявить 096% значеше разностей: 
уй—зУ «Х-—28 зУ-ФУХ,....... . #3) 


заключающихея во вторыкъ частях дифференщельныхь ураваен 
(110), ны сравнихъ ихъ ‹0 вторыми чаетянн формуль (96) кявена- 
тической части (стр. 85), которых жы занишемъ при предлоложени, 
что точка 2 (черт. 41 #42 вянематич. части) взята за начало воор- 
динатуъ; вторых части равенствъ (96) получать тогдь сяБдующий видъ: 


„В —2„Ф „РФ я,В #9 —зР.. м Чье (14) 


`Припомвимь, что эти разности выражають величины прозвяйй 
ва оси шоординать вращательной скоростях Яо точви 9 вокругь 
полюса Ю в что длина, изображающан ту скороеть, направлена 
изъ точки 9% перпендякулиуво къ паосвоети, закзючаницей вЪ 
«65 радусь векторъ Юя длину 0 (чертежь 41 кинеиа- 
тичесвой части), ивображающую угаовую скорость тнердаго твля; 
направлена длина 8 въ ту изъ двухь сторовъ перпенхивуяяра 
къ плоекости, съ которой наблюдателю, стоящешу кагаши въ 9%, 
толовою по направлено ЯН, смотрящему на точву Ю, ВАДНО, 
что длины 0 ивправлень сшбва на, право. 
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Фориулы (96) киненатической засти в навиезниыя зд%еь раз- 
ноетя (114) относятся къ книематик® твердаго тёла, между тёъ 
иавъ разности (118) относятоя въ движению свободной натерьяль- 
вой точвы; первыя приведены здфеь только для тото, чтобы, ва 
осповави сходетьа вида ихъ во вторыми, по возможности нагхлян*е 
объяснить значене послЪднихь. 

Еезя въ разностяхь (114) заифлить: 

величины 2„, У» 2» — велячинами 2, У, 2, 

зеличивы Р 9, В — величинами Х, У, #, 
то получатся разности (113). 

Однако влблуеть замётить, что Р, 9, Е, вакъ нроэвщи ва 
эвя координать угловой скорости ©, имфють изифреня: 

А, 

(единица временн} в 
нежху тёиь вашь Х, У, Г --провшя силы Р из тё же осн 
координат. — ныть изивреныс 


(единица массы) (единица улины) _м.д. 
(елявива времен)? а 


(Прикфчене. Символы: (едивица массы), (единица длины), (еди- 
низа врежени) ны условишея обозначать, для краткости, буквами: 
и, 9, в русекаго курвманаго шрифта). 

Для того, чтобы разности (114), нифюля язифревя еко- 
рости, получили значетя проокий длины, необходимо помножить 
ить на величину в. 

Разности (113) имфють сяблующы язиреня: 


и.г. 
—#3 


«сли БОмНОжитТЬ ихъ иа величниу: 


С 
5’ 
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то полученных пронаведения“ 


ор» оХ—о0 2, уу...) 


будуть вибть измёреня длинъ и будутз представлять проэкчйи 
ча осн координатиз длины, возстановленной шаг точки О пер- 
нендикулярно кз плоскости, проведенной черезь раднусь векторь 
ОМ (черт. 7) натерьяльной точки М (2, у, 2) и черезь силу Е, 
яриложенную къ точкь М; эта длина ОТ, направлена ва ту 
из5 дуть сторонз перпендикуляра кз таоскости, сз которой 
наблюдателю, стоящему ноньни в О, лоловою по направлению 
ог, смотрящему на точку М, видно, что сцаа МР напра- 
влена сапва на право (чорт. 7). 

Такихь жё образомь, какъ на. страникать 89 и 90 кинена- 
тической части, мы выведень, что кнадрать длины ОТ, равняется: 


(Отеч у) — @Х--УУаЕ (23 


м. 


чаи 


(ов =[(мв)'. (ом) (МЕ омев (МЕ, ом) (5). 


Заалючающий ся въ этой формул уголь шежду напрза женя. ом 
и МЕ выть роз ВМЯ (черт. 7), синусь которо равежь синусу 
утаа ОМЕ, зону: 


ог-(МЕ. ОМв(ОМЕ)) 5 
ор= (Ва (Ер)} о, 
тдВ г озаачаеть воличиху в нларавлеме радуев вевгора, ом. 


Прюваведени: 
жиз (Е) 
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зыражаеть длину нербездивулярь ОР, опущеннаго нзъ точки О 
шв ваправлеме свлы М2; этоть перпендикуляръ, предетавляющ!й 
кратчайшее разстояве силы ЛР отъ точки О, вазывается плечом 
сиаы Р по отношеню къ центру О. 

Произведение Ер изъ величины силы, приложентой кз ма- 
эперъяльной точкть, на плечо ея по отношению кз какому-либо 
центру называется моментом этой свлы вокрузь этоло центра. 

И такъ: 

— р 
ОТ. Труду -ееньнь ее: (6) 


то ель, длина ОГ, равняется моменту силы 2 вопругъ центра О, 
халеннойу ва единицу силы (сииволь едязицы силы: см. форкулу (29). 
Едивица шожентовъ силь есть моменть едвичны силы ри длин 
паеча, равной едввви®; т. е. 
{единавь моментов. „ива =. 

Момеять силы вокругь центра нифеть воетда зеличину цохо- 
жжтельную. 

Длину ОГ, можно разоматривать кавъ изображене иомента 2; 
изображенный тавижъ образонъ мОментЪ силы можно Назвать ди- 
нейнымь изображемень момента *) силы вокрую центра 0. 

Величины (115), которыя суть ‚проокн дланы ОГ на оса 
воординать: 

7—1) брьнбЕх) |. 


@Х— 27) "ОГ сов (ОТ,У) ен. 9) 


т, сов (01,2) | 


+} Произведеще Ер называють различно; статическимъ мохентомъ, 
зинейамжь моментомь, вращательныйь момевтожъ; надобность въ кавонъ 
‘ибо призатательномъ въ слову: ‘„моменть“ визась возфдетие ого, что это 
е1080 ПОлузило вЪ механик нФоколько различныхт завченй; жъ, терыинь, 
принатомь въ этой квигь, прилагательное ззифняетея словами: „вокруг. 
центра такого-то“. 
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когугь быть назнаны проочиями на оеш нородината аинейноло. 
изображеня момента силы вокруз центра О. 

На обвовами равенства (116), изъ предыдущихь формуль 
хожно получить сяфдуюшя равенства; 


9й— гУ= рез (бТ,Х) 


#Х—в= Ерез (ОЕ У)|... ... 88) 


4У—уХ- Рревз(ОТ,2) 


Моженть силы вохругь центра можеть быть еще изображень 
удвовнною изощаедью треугольника ОМА, нибющаго основашемь. 
дайву МР, пзображающую силу, & высотою — 1л0ч0 `ОБ мой 
силы по отношению къ тону цевтру О, вокругь котораго соста- 
вляется момент; величина этой площеди раввь 


Тр “, 


и 


а ыы ОЬ поржальна къ ней; поэтому изъ равенствь (118) сл8- 
дуеть, что величины: 


2 -— 2У, ах — 88), (вУ-ухе.... 8) 
равны положительно илн отрицательно взатымь проокщямь уд- 
воениой площади треугольника ОМ на плоскити коордииатъ: 

У 2х ХУ; 


звавъ прок опредфядется энакожь косчнуса угль, составляенаго 


заправлетень ОГ, 65 паправденюмь: положительной оел: 
у .. 


х у А. 
Чтобы выразиться опредфлительнье, означишь знакзия: 


Е ря Е 
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зехичины и ваправленыя прозе силы Р в& вышеозваченныя 
лоСЕости координать и чрезъ: 

Те 
ониачииь вежичины в изправленя проэкщй радзува вектора ОМ 
ва тв же плоскости; тогда звачеше разностей (113) жожно вы- 
развить слВхующижь обравонъ: 


Руа (угу), ВСН воз (ОТ,Х)>0 


{ 
2—#7=| и — 
|-— 2" ), вели с0з(ОЁ.Х)< 0 


ета [и 


РР 


НЕ (Ри р), еОЛИ 608 (ОТ.У)> 0 


(12%) 
— Риз Ее), воли с03 (0Г,2)<0 


+ Е, вели 03 (ОГ,2)> 0 


ту’ зу 
— Роузузт (Е, „ту, вели сз (0Т,2)< 0 


эт (Инта), 
зу-ьх-| Вы 


Въ сажожь двлЬ, проокщая площади треугольника ОМЕ ва 
юозоскость УХ есть илощадь треугольника ОМ, Е, (черт. 8 и 9), 
Жи стороня которато суть: ом, (черт. 8 и 9) — прозвщая ра- 
дууеа вектора ОМ на поскоеть УР, и М.А проду силы ИР 
ва ту же плоскость, величина удкоенаой улощади треутольнива 
ОМ, выражается произведенень: 


2 (плющ. ОМ, == я Ру зт СРуоту») ‚ 


Жоторое «сть валичина всегда положительная, также кавъ и ило- 
зади ОМЕ я ОМ, Е; поэтону: 


2(ихощ. ОМР) сов (ОТ,Х) = (площ. ОМ, Р)= 


8 в 
м- Рут Ш (Руетуь), 
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если утоть между заправленень ОГ. и пожожательню осью Х 
оетрый (черт. 8), и 


2(вощ ОМ) сов (ОТ.Х) = — э(илощ, ОМ, Е) = 


—* Я Ру 5 (Руж), 


если утоль шежду направленемь ОТ, и положительною овю Х 
тушой (черт. 9). 

Этниъ объяенлетел, почену изъ выраженй (118) получаются 
выражена (120). 

Заключающуяся во вторыхь частяхъ формул (120) проязведеня: 


Фут (брату) ох и аи) ГрузНИ ул), 


зыражають длины кратчайшихь разотолнй между снюю МР в 
овями коорлинать Х, У, 2; иы докажежь это относительно пер- 
вато изъ вомиеанныхь пронаведенй. 
Произведен 
тровш (Виа) 


зыраждеть двнну ОЛ), (черт. 10} перпендинутяра. опущеннаго изъ 
точки О на лимю М, Ру; кратчайшее же разстоаые НЕ шожду 
оью Х и лишею МР равно н параллельно перпевдекузяру ОБ:, 
потону что, подобно ему, пересфкаеть оь Хи ‚перпендикулярно 
въ плоскости МММ, прооктирующей ланю МР ва плоскость 
У2 эма плоскость ММ, Е.Е проходять черезъ линию МИРЕ ва- 
ралзлельна осн Х, нозтому кратчайшев разстояые между этния 
двуия авщами должно быть въ ней ивриендикулярно. 
Такимь образонь ожавынается, что кажддя изъ разностей (113) 
есть положитеньно или отрицательно взятее произведеще изъ’ 
. прок силы Рив одну изъ плоскостей коордивать я изъ вратчай- 
шаго разстоныя этой вилы отъ координатной ося, перпендикулярной 
БЪ ОЙ МНОСКОСТИ, На БОТОрую взята проркнзя ерльы, нодобини крояз- 
веденя называютея мошевтажк сять вокругь осей. 
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Пусть ОР веть павал-гибо 0бь, положительное направлен 
воторой ечитаетея оть О къ Р; петь МР воть какая-либо сила, 
прихоженная къ матерьяльной точкв 2. 


.  Моментомь силы МЕ вокруз осн ОР называется произ- 
ведене #35 проэкиёи силы на плоскость перпендикулярную кз 
9еш (черт, 11 и 12) 5 из кратчайшато разстоянёя КЕ между 
силою и осью; произведению этому должно дать положительный 
знак, если наблюдателю, стоящему няни вз К, з0ловою пд 
положительному направлещю оси ЕР, смотрящему на точку 
М,, видно, что прокия силы идеть сапва на право (пакЪ 
ва черт. 11); если же наблюдателю видно, что прозкия М, Е 
направлена справа на аъво (вакъ яа черт, 13), эю ода мо- 
„ментз силы вокрув оби равняется вышесказанному произ 
ведению, взятому с0 анахомь минусь. 


Моженть сизы вовругф осн изибрается тёни же сакыни едя- 
вицаин, какъ и хоменть спзы вокругъ центра. 


По данному сейчвоъ онредьлению, разности (118) оказываются 
моментами силы Е вокруь осей координатз. 


Другя значен1я тяхть разностей опредфляютсл форкулажи (118), 
которыя мы выразимь словесно сдфдующииь образошы 

Разности (113} суть проиани на оси координатз мо- 
мента силы Р вокрув начала координать. 

Зыражаяеь такт, мы ириниеываень мошенту салы вокругь 
центра ив тодько величину, но и нанразлене, подразумё вел подъ 
направлещень моженть — направлене его лииейваго изображени. 

Условимея обозначать величину и направлен момента сяды Ё 
воЕругь центра О звакомъ: 


ТР). 


Этичъ знаком будемь пользонатьея ноздиве, & киеино въ т%хЪ 
случаяхь, въ которыхъ придетея развичать мошенты различить 
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вялъ, приложевныхь къ одной яли вЪ Ебеколькииъ точкажь; такъ, 
наприибръ, жоженты силъ 21, Е2,... будем обозначать знакажи: 


ЕР), ЕАЕ?),...- 


; 


въ разеуждевняхь же, относящихея къ одной силб и моменту ея, 
тдё не предвидится воззожности сяфшать этотъ можентъ съ лру- 
гии величниани того же рода, ин упростимь обозначение и вибсто 
Т.Р) будежь пиезть Ро. 
Изъ того, что сказано въ этомь параграф, ‘слёдуетъ: 

{ий — У) воть номентъ силы Ё, приложенной къ точ М, вокругъ 
ок Х, иля проекщя 8 ту же овь момента салы вокруг начала, 
Боорхввать: 

У — У Ть 608 ([ьХ у... @71 


(:Х — 27) ебть моменть снлы Е вокругь оея У, или проэкя 
88 ту 56 о6ь момента этой силы вокругь начала коордичать; 
2Х— =7= Гос (ьУ); нь... (#271 


{=У— ух) ить моженть свлы № вовругь обв Й, вли проэкщя 
на ту же 006 хомонть этой сялы вовругь начала коордвиать: 


ху— х=Ь сов (Той)... зеенььь {12Т, в) 


Вообще, моменте силы Е вокруза какой-вибо ови РО, про- 
тодизщей черезь начало координалиь, есть проэмия на ту же 
06 момента сызы вокруз начала координат: 


(мон. силы Е вовругь ови ОР)== 
==(и7—зУ)со(РХ) +(2Х—«Р)ео(РУ) + («У—уХ)ео5(Р2)== 
== 1ь608{1%Р). ле етанььть {123) 
$23. Моменть количества движен!я матерьяльной течкм 
векругЪ центра и векругъ данной ож. Секторьяльныя ско- 
рости презкий точки на плоскости координать. 
Произведеше изъ скоростя натерьальной точвя на инср ея 
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вазывается холынествомь демжещя матерьяльной точкы; 030. 
изифряетея слёдующею едивицею: 
{вдвница количеству движении) = *-7 Шнек (123) 

Подобно свлф, кожвчество данженя матерьяхьной точка. можеть 
быть изобрыжено длином, отложехвою оть ифета матерьяльной 
точки по направлению скорости 68; эть длина должна быть во 
стольво разъ бокйе единицы длины, во сколько разъ воличество 
движеня точки божфе единицы количествь движеня. 

Ноль вкаправленюмъ количества движеня натерьяльной точки 
ны подразумваемь направлене изображающей его длины, 

Произведена: 

па ий а 
иы называеть проовираии нз оея координать количества движеня 
иалерьяльной чечвя. 

Изображая количество движени, подобно силЪ, кзиною, отло- 
хенною оть мёота натерьзльной точки, мы ножешь ввести понят! 
о моментВ количествь движены вовругь какого-дибо центра и о 
ионентВ его вовругь изкой-либо оси; понатно, что изложено и 
фориулироване отягъ поняй сводетея къ почты досжоиному позто- 
Тен воего того, что изложено въ предыдущемь нараграфь, & 
потому иы огравичинон только слёкующиии увазавями, 

Идиница моментовь количествь дважешй нифетъ иныя язив- 
рева, чёиъ единица моментовъ силь, & именно: 


(едяняца момевтовъ вОЗИЧ. двих.) 


Т& везичины, прешзводных которнхь по зрешеви образують 
перзыя частн дифферентальныхь ураввеня (110), ижбжмь вх%- 
дуЮщия энеченя: 

{ут — гту’) есть моменть вошругь вем Х количества движеня 
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точки т, или проэвтйя ка 0бь Х момента того же количества 
движеня воБругЪ начала коордиватъ: 


тут 2) вов); ........ 494, 8) 


тяф 1 оввачаеть величину я паправлевще иошента количества двк- 
женя точки 4 зокругь начала коордянать; 

(атьх’ — 2ыа') есть мощенть того же количества движеня 
воБругь оси У, или прозклйя ва обь У жожента его воврегъ из- 
чала коордянатъ: 


тре о) с 1У);...... .. 5) 


(ти — ута/) воть шоженть того же количества движеня во- 
Еругь оен И, или прова ва ось Д момента его вовругь начвль 
координат: 


(21 — 9) = (62)... .::... (94, <) 


Такова авазогя между значеняии этихъ величинь и значе- 
яви разностей, раземотрёниыхь въ предыдущем параграф. 

Кром того, величины (124} кифють еще иной синехжь: каж- 
двя изъ инхъ веть удровивое произведене изъ маесы натерьяль- 
ной точки на производную по врешенн оть вбкоторой влощадя; 
жы докажень это надъ разностью: 


4 __ аз 


Разность эта, будучи моментомъ количества двяженя Точки 4% 
вовругъ овя 2, можеть быть выражена такъ: 


т (2 Е: —ч = Ежуузт (ол чу). .. . 85) 


Зафсь должявъ быть взять звавъ --, если 605 (1.7) боле 
нула и звакъ минусь, если этоть косинусь женфе изя; о, 03ва- 


чавть прозению сиорости точки на плоскость ХУ. 
т 
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Зифетв съ тЬмъ и,, воть скорость прожили М, на плоскость, 
ХУ ивтерьяльной точки тя; означизъ черезъ 45„, положюиянельно- 
ввятцию длину безконечно-налой дуги, пройденную точкою №; въ 
течени безконечно-малаго промежутка врежени отъ ножевта # до 
кожента (#--91), и прававь во внижане, что: 


4зху 
та 


ножемъ прекставить равенетво (125) подъ сафдующинъ вяломъ: 


®(х ы1 = ЕЕ и... (126) 

Раземотримь значеше второй части этого равенства, 
Произведене: 

поимки т) 

зыражаеть величину площади, развящейся на бозвонечно-малыя 
величины высшихь порялковъ оть удвоенной величияы площади 
сектора ОМ, М’, (чертежи 18 н 14), завлючающаговя нежду 
радууами вевторзин ОМ; я ОМ’, к дуою М.Л, онневиною 
точкою М, въ течаши времени отъ # до (#--а#). Знаки, поста- 
вленные передь этимь произведещемь въ равенств® (126), озна- 
чають, чо удвоенную вешичняу этой ихощадя должно взать со 
знакомь плюсь, если ваблюдателю, смотрящену на точку ЛИ, съ 
положительной ови И, скорость лу (М, УТ, вв чертежахь) ва- 
жется направленною слёва на право, какъ на чертеж 13); воли 
хе скороть ЛМ, 7. кажется изиравленною справа, на 1850 (вабъ 
на черт. 14), то величина удвоениой площади ОМ, Дё', входить 
въ равенство (126) во знакомъ нинусъ- 

Можно еще замтить, что знавъ пхюеъ осотвётезвуеть тваъ 
случаям, въ которыхь уголь @„ составляемый радлусожь вокто- 
ромь ОМ, съ осью Х, увелачиваетен вЪ течешя врашене отъ # 
до (2) (черт. 18); эпавъ же ивнусь соотв®тетауеть твиЪ 
слуазань, въ которыхь этоть уголь ушеньшеются (черт. 14). 


Интеграл: 


эн, / 


эзаты вдоль 10 кривой, описанной точвою М, оть положен 4, 
зачимаенаго вю вЪ моменть %, до положена, завныденаго ею 3ъ 
иомевть #, называетен удебенною площадью сектора, описаннаю 
радбусомь вектором точка Му вв течеши времени отв &, 
90 + предполагается, что вышеужазанное правило энаковъ соблю- 
дается для важдаго безконечно-малаго элемента времени. 


сб (орт)... т) 


ели уголь 0; постоннно увеличивается въ течении веего проме- 
кутка врейени (#—1), то тогда ивтегралъ (127) вырыжаеть вели- 
чину удвованой площади севторё 0424,0, заключающейся внутри 
перяметрь, образуемаго радпусажи векторами О.А и ОМ, и тразвто- 
рею АМ. (чорт. 13); всяи уголь 0. все время уменьшается, то ивте- 
граль (127) выражает отрицательно взятую величину удвоенной. 
площади ОАМ.О; вля 28 уголь ©, то возрастаеть, то убываеть 
{кавъ ваприюбръ изображено на чертежв 15), то ннтеграль (127) 
будеть состоять изъ позожительныхь и отрипательныхь частей, 
запрянръь, въ случав представленномь на чертеж 15, будеть: 


Плумощ. (ОАВРО} — площ. (ОРМ,0). 


Во воякомь случа очевидно, что во второй части равеиствь 
{126} заключается производная: 


Пу 
— 


4 


зыражающая скорость, съ которою возрастаеть площадь сектора, 
овисываенжаго радусомъ векторомъ проэкийя динжущейея точвя па 
пловвовть ХУ; эта производнвя назызается сежиорьяленою ско- 
ростью прозмйи деиоюущейся точки на плоскость ХУ; ин 
Фудемъ обозначать 06 звакожь: 


<(2у). 
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И такь: 
[об у) = ато(ту)  ереаенанни я 28) 


Къ этому ны должен прибавить еще одно зан чан!е касательно 
одного весьма употребительнаго выраженя еевторьзльной скорости. 


Уголь 0, и радусь векторь т„, (который жы будемь на 
врем обозначать черезъ #;) суть полярных коордипаты точки 24, 
ха плоскости ХУ, означимь черезъ а: и 3% воордиватныя он 
етихЪ Боординать. 

Првиемъ теперь во внииане, что въ случвяхъ, изобрьженных 
на чертежь 13: 


4 31 (373) = а 3111 (рзаз} 5% 608 (0:33), 
а въ случвыхь, изображенныхь на черт. 14: 
луз 83 (вуз) == 03 ЗИ Уз Мова ЗИ (<. М.) — = 
— — 9: 608 { У» №58.) = — 95 608 (Ва); 
{ГАЁ, тавже временно, Фу Заивнено чрезъ +). 
Саъдовательно, во веявомь случа: 
пуб (вуз) 608 (6384). 
По форнуаё же (20 №8) отр. 38-Е кинематической части: 
93608 (5:3: == Е ; 


а потоху, возетановляя прежия обозначена, будешь ииёть слё- 
дующее выражен удвоенной секторьяльной скорости: 


Тавииь образомъ жы имфемъ возножность сказать слёдующее 
относительно значенй величинь, обуазующихь первых чаети рз- 
венетвь (124). 
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Во первыхъ, овф суть можевты количества движения ивтерьяль- 
ной точки вокруг осей координать, вяи проэкщн на ое коорди- 
натъ комента количества дваженм вовругь ивчала координать. 

Во вторыхъ, ояф суть удвоениыя произведеша изъ изобы точки 
на секторьяльныя скорости прозвщЙ ралууса веяторь ва ПЗОСБОСТи 
Боординать; это выражается форжульми: 


изд -т, №... (130, 8) 


2 — #1) 


уг. 
Е: [ р 
тт —®) Зеиуяеви?, ...... 80,5) 
а 
в и езжу) Е р ук. (80, в) 


Здфеь ©, воть уготь, составияеный съ осью У провыщею рад!уев 
вектора движущейся точки на плоскость У; ‹ (у2} — севторьяль- 
ная скорость прозеши точвя на ту же озоскоеть; 9, — уголь, собта- 
вляемый съ осью  проэкщею радуеа вектора на плоскость 2Х; 
в (22) — совторьяльная скороеть проовийи точки к ту же изоскоеть. 


$ 34, Значене дифференщальныхь уравненёй {40). 
Нитегралы, выражающею законь площад 

Каждое изъ дифференальныхь уравнешй (110) выражаеть, 
что производная но времени отъ момента колячествв движени во- 
Бругь одной изъ осей воорданагь равняется моменту вовругь той 
хе я силы. призоженной къ жатерьяльной точёЪ. 


Значеше этихь дифференщальныхь урзавенй можеть быть объяснено 
еще вначс. 

Данна 1, проведенная изъ начала хоординать и продставаяющая не- 
лачниу и направлене момента количества движения матерьяльной точки 
вокругь начала коордилать, измфняеть во время движешя точки свою ве- 
изниу и свое изправлене; вомень ея опясывдеть пре этомь вЪфзоторую 
кривую зиню, которую можчо яазнать г0дарафомь момента количества 
Звиженя, 

Уравнешя (110) выражають, это скорость товжн, чертящей тодографъ 
момента количества дэиженя, равна я пароллельна длянЪ, изображающей 
. момевть сязы Р. 
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или можеть силы Р вовругь оси Х равенъ вулю во все 
врвая давжоня точки, то изъ уравнешя (110, а) нолучижь слё- 
дующИй ивтегражь дифферевпильныхь уравнемй движеня: 


ау... .. (ЗЬ 


Моменть силы Р вовругь оги Х равенъ вутю или тогда, когда 
проэвщя силы нё плоскость УХ равна нузю (тогда У=О, Д=0), 
ИЗ ТОГДЗ, БОГДа провкя силы на эту плоскость проходить черезъ 
начало координать: послёднее услоше выражается равенетвомъ: 


сеенеененье + 88, а) 


и требуеть, чтобы енла ЕР перебфкаль 0вь Х. 

Интеграль (131, а) выражаеть, что севторьяльная скорость 
проэкщи рад1уеа вектора на плоскость УХ имфеть постоянную 
зеличину, то веть: 


6, 
к а =, 


аб) = т =; 


отвтда сибдуоть: 


то воть площадь себтора, описываешато проэкщею рад!уеа векторы 
яв плоекоети УХ, возрастаетъ равномфрно. 

Тавъ вавъ за 6 Х можеть быть взата велкая неподнаж- 
вая линия, а за олосвоть УЙ— всякая плоскость перпенднкуларная . 
въ ней, то мы можешь свазать слдующее: 

Если равнодюйствующая силь, приложенныть кз движу- 
ацейся матерьялленой зточкь, прохтодизиь черезь какую либо ме 
подоижную прямую лин, то дифференщальныя ураоненя 
бенжещя этой токи интють интероль, выражанийй по- 
стоянство свуторояльной скорости прозими радзуса вектора 
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точки на плоскость перпендикулярную кз прямой (пачаломъ 
редува вектора служить пероефчене пряжой съ пхоекостьу). 
Если во все время двяжешя жошенты силы Р’вовруть двухъ 
окей воординахть равны нулю, то движеше точки совершается въ 
ЭВкоторой плоскости, проходящей черезъ начало координать. 
Цоложикь, что равны нукю моменты силы Р вовругь осей 
Х и У, то есть, что сила Р удоплетвордеть двужь усломамь: 


.. (484) 


омножинь первое равенство на 2, вт0роё ПА у И сложивъ, 
получимь равенство: 


у—У=0, «Х —17-=0... 


вх —У)=0, 


Еоторов тоже должно быть удовлетворено нры движени точки. 

Оно жожеть быть удовлетворено ихи тёмь, что во вез вреия 
движения 2=0, или тфиъ, что сила Р уковлетворяеть, кров 
усов (134), еще условию: 


Въ первожь случав точка движется въ пзосвостя ХУ; вы 
сейчасъ покажеиъ, что она движется въ ибкоторой плоскости и во 
второмъ случа. 

Въ отомъ случа вторыя части вофхъ трекъ урзвненй (110, 
в, $, © равны нулю, а нотому мы нифемъ тогда три интеграла: 


т(у— 2) 6... еее {431, а) 
эца — а) О. чин. азы ь) 
т(ау ут. еее (АЗЫ с) 


Понноживъ: первый — вв <, второй — на у, трей — на 2, 
в сложивъ, нолучинъ: 
0—Са--бу-Е бы ен инннь 436) 


это — уравнензо той плоскости, нроходящей черезь начало коердя- 
вать, въ которой должна оставаться движущаяен точиа. 
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Постоянный С, С, С, пропорщюнальныя косинусамъ угловь, 
состввляемыхь норналью въ этой плоскости съ осями координатъ, 
опрехфлятся по пачальнымь оботоятельствамь движешя: а, $, с, 
а, В, т, & именно: 


С=и: — 08), Ста — в), Оз-Еицав — Ва)... (487) 


Обратииь знизане па эти случаи, въ которыхь сила Е удо- 
влотворяеть трежъ усломяиъ (134) (135) я въ воторыхъ, поэтому, 
дафферевщальныя уравненя хвиженя натерьяльной точки имвютЪ 
три интеграла (131, а, В, с). 

Услова (134) и (135) можно предетавять въ вид8 слфдую- 
щихъ равенствъ: 


выражающихь, зто направлеше силы Ё нроходвтъ черезь начало 
координатъ. 

Интегралы (151, а, В, ©) вырьжають, что прозкщи 2& всё 
три оси Еоординьтъ иомента воличества а: вокругъ пачала, 
Боординать инфютъ постоянных величины; изъ отото слёлдуетъ, 
что моменть количества движеня ( дифеть постоянную величину: 

1 


ул — Неа — аз — в) "= 
оо в (557) „нео + (438) 


и постоявное напраплене; 


© (6 Х)= = | 


сои... (39) 


Вифоть съ тиъ интеграль (131, а, В, е} выражалигь, что еек 
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торьяльныя скорости проэвн радгуса вектора я& вс три плоскости 
координать постоаявы: 


3 отеюда слфдуеть, что площади секторовъ, описываеныхь на 

иловжостяхь коордянать проэкшяин ралруеа вектора иа эти в10с- 

комти, возрастають равномфрио: 
С, 


С, — — 
Пееаьь Пияаыь Пи, 


....... 


Секторьальная скорость проэвщи радтуса вектора на какую 
бы то ни было неподвижную плоскость, проходящую черезъ на- 
зало воординатъ, будеть также постоянна; въ самомъ дВлЬ, если 
перенфиниь награвледе осей коордивать тавимъ образомъ, чтобы 
одна изъ новыхь 066 совиала съ направлещемь ОР, перпендн- 
вулярнымь въ этой плосвости 8, то, ло предыдущииь форжулахь, 
разомитриваеная секторьальная скорость с (%) выразятея тавъ: 


Отсюда ВИДНО, ЧТо наибольшая севторьяльвая скорость: 
=®..... сине нь. : 48) 


будеть въ плоскости (136), вЪ воторой заключается тразкторя 
дважущейся точки; севторьзльгая же скорость проэкии радууса 
вектора из веякую плоекость, проходящую черезъ вапразлене 1, 
булеть равна нулю. 

Слвловательно, если равнодъйствующая силз призноженныхь 
хз матерьязьной точкь, пры всякомз положен зпочки на- 
тривлена чрезь начало координать, то двиожеще точки совер- 
шоетея в5 плоскости. проходащей черезь начало координать 
% подинняется тому закону, что площадь сектора, описы^ 
ваемаю рабусомь векторомь, возрастаете равнемтрно; (е5- 
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торьяльная скорость въ отой плоскостя (везичяна которой постояниа) 
пожеть быть выражена слфдующинъ образомъ: 


тдё © воть уголь, составляемый раллусоиъ вевторомъ г съ каки 
ибо неподвижзымь направхенень, проведеннымь черезь начало 
воорданать въ плоскости трактор. 

Правило, опредванющее, зто произведенще изъ нассы точкя 
на площадь сектора, описываемаго проэкщею рак!уса вектора я 
на’ вбкоторую плоскость, возраетветь равномфрно, есть частный 
случай зазова движешя систены матерьяльныхь точежь, подвер- 
жеяныхь дёйствю центральныхь сить; завонь этоть извъетевъ 
подъ иненень закона площадей, описываеныхь прокщйяни ри- 
Оусовё векторов5 на сказанную плосность. 

Говоря о хвижени одной натерьяльной точки, ны выразнися таЕъ: 

8) законь площадей вв нькоторой паоскости имтетз итето, 
если ривнодъйствующая придоженныль кз матерьяльной точкь 
сил проходить через: ось, перпендикулярную кз этой плоскости; 

Ъ) законз площадей имъещь ньсто во всякой плоскости, 
проходящей черезз неподвижную точку, если равнодъйствую- 
щая приложенныхь хз матерьяльной точкь сшлф протодить 
черезё эту неподвижную точку. 

Заонь площадей бить открыть путемь индухльнымхь, Кевлерь, изъ 
набвюденй надъ двимешями илаветь воБруРЬ содина, заключику, что пзо- 
щаль сектора, опясываемато радусомь векторомъ каждой пханегы, воз- 
растаеть равиошврно. Ньютонъ, нутенъ математической делукцуи, довазахь 


существоване этого закона движеня при дёйетьш на матерьальную точву 
центральныхь сить. 


Каждый изъ ивтеграловь (131, а, 6, ©,) выражаеть закокъ 
площадей въ одной изъ плоскостей координать. 

Относнтельво числа интеграловт (131), удовхетворяющихь какой 
ибо задачь, вожно замфтить, что не ножеть вотрётиться случаезъ. 
въ когорыхъ звдвчв удовлетворяють дека интеграла, трети же 
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не удовяетворяеть; казалось бы, тавйе случаи возможны тогда, вогда, 
сила Р’ постоянно удовлетворяеть двум усяов1ак (134), не удовле- 
творяя третьему (135); ио тогда, как видёхи выше, дввжен!е должно 
провеходить постоянно въ плоскости ХУ, 10 воть должно быть: 


8=0, 2=0, в=0, 1=0, 


а стБдовалельно (137); 0,==0, С,=0; тввъ что интегралы 
{131, а) (131, 5) обращаются въ тождества вида: О-=0. 

Изъ веего сказаннаго видно, что дифференщальныя уравие- 
ия движоня свободной натерьяльной тозви могугь имёть: 

либо ве три янтеграла (131, в, 6, с), 

либо только ОдиНЪ иЗЪ НИХЪ, 

либо ни одного. 

$ 25. Работа силы. Живая сила. Злачеше дифферен- 
щальнато уравненя (419). 

Обратимея теперь въ дифференолальному ураввеную (112)(3 21), 

Вторал чаеть его: 

Хаз-Е Уду-- #аг 
равняется произведению: 
Раз е0з (Е,5), 


составленному изъ дляны безконечно-малаго элемента тути, про- 
ходимаго иатерьяльною точкою, и изъ нроэкши ва иаправлене 
скорости равиодёйствующей спгь, прехоженныхь къ шатерьяльной 
точЕВ; это проязведеые называется работою силы Ё на протя- 
жену элемента пути @3 вли эленентарною работою силы Е. 

Эзешентарная работа можеть ишьть величину ноложительную 
или отрицательную, смотря потому, будеть ли уголь (Ру) острый 
хан тупой. Въ первожь случа сила способетвуеть движению, во 
второжь — противодйствуеть ежу. Сущеетвуеть разрядь силъ, вото- 
рыя веегдь ЯВЮТЪ отрицательную работу, являясь везгдь ЗЪ ка- 
чета В претиводйствй двяжению; таковы: треше, сопротивлене 
греды, электродинамическй сшхы ботвы индужщонныхь тововъ, 
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зозбуждаемыхь движенень проводвиковъ и нативтовъ. Тая силы 
называются силами сопротивлемя двшженаю, или просто сонро- 
тивдещями движентю. 
Ивтеграаъ: 
Ба 


8 
И Рес (Ё,6в)аз, 


ы 


взятый по протаженю ввкоторой части пути, нройденнаго точкою, 
пазывается работою силы Е на этой части пути. 

Работа нифеть изыфревя одинаковыя съ моментаии салЪ: она 
предотавлаеть произведене изъ величины силы на длину; тавъ что: 


{единица работы)=(един. силы} (едив. длины) =<Р.. (146) 

На правтикв за одинину работы прививають кихограмио-метръ, 
то есть работу, соверщаемую на протяжени одного метра, вЪеокъ 
одного вилограмна (въ Паражь, па уров моря); но правильнфе 
принять за единицу работы ту, которая выражена формулою (146). 

Еомиисея при Британекомь Обществ поотреня науку (стр. 27) 
предложила принать за единицу — работу, производимую диною 
из протяжеви сзнтишетра (предполагал, конечно, что направлене 
силы бвовнадаетъ поетознно съ направленемь вворости); эту едя- 
кицу работы предложено называть эргь (ее). 

_ (грамыъ . (сатиметрь)? 
та — иене (147) 

Приподинъ здфеь числовых выражена нбкоторыхЪ велячинъ 
работы въ эртахъ. 

Квлограииоиетрь==100000. 9. (вргъ). 

Кинхограинометрь въ Парижь, на уровив моря =9,8094. 10". 
{эргъ): 

Антяемй фувтофуть-=13825. 9. (вргь). 

Ловадиная сила есть способность произвести 75 вялограчмо- 
мегровъ работы въ секунду; если нриязть 9-=981 (въ святинетрахь. 
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и вевувдахь), то лошадиную силу можно онредфлить каЕъ 10с0б- 
ость произвеотв работу въ 7,36. 10° эрговъ въ секунду. 

Въ Анели прнията лошадиная силв нфеколько большаз: спо- 
собность произвести 550 фувтофузовъ работы въ секунду или, 
пряизиая 7—=981, способность произвемтя 7,46. 10° зрговъ ра- 
боты въ секунду. 

Перваз часть дифференщальнато уравненя (119) есть диф- 
феревщаль отъ проязведеня: 


знал 
5’ 


называемаго 20ибою силою малерьльной точки ди кинети- 
ческою энериею вя. 

ЗЕнван сиха веЖеть т 36 самых изибрены, какъ и работа, 
& потому эргь есть танке едимиць кинотической эвери зли 
Живой силы. 

Дифферевкальное уравнение (112) выраэжаеть, что безконечно: 
малое приращене эивой сиды матерьяльной точки, подучае- 
мое ею на протяжении безконечно-мамто элемента пути ея, 
равняется элементарной работть (на нротажени того же элемента 
пути) раонодъйствующей силе, приложенныть #5 матерьяльной 
точкъ, влещентарная же работа равводфИствующей Е’ равна суим® 
злементарныхь роботъ составляющехь силь: Р1, #2,.... РА, го веть: 


Ее (Ро) аз Е1 воз (Е р) ЕВ сев (Ио +.... 
„. НЕ 608 (ЕВ, 48 (148) 


Пуеть В я Ь буть два изв знбо ношента времени, ; вт, — 
скорость налерьяньной точам зЪ ети можовты, $; — разетоли, ечи- 
таеное по дугё траектори, отЪ нВвотора опреденной точки 5» 
траэвторш, до того положешя, когорое матерьнльная тов» зави- 
жаеть въ шоменть &, - даина пути пробфеаенаго точкою въ 
хочени прошежутна прешени (#—№). 
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ЗВозьнень отъ обфихъ частей уравнеюя (112) интегралы въ 
предёдакь, соотвфиотвующихь моментань В и 5; получимъ: 


тот — ее = И Рооз(Ел)аз........ {149} 
8: 
тд: 
„=. 


Это равенство выражать, что разность межюду величинами 
эеивой силы в; конь и в5 началю пути, пройденнало свободною 
матерьяльною тючкою въ течени какою либо промежутка вре- 
мени (.—&)), равняется работ, произведенной на этом пути 
равнодьйствующею силь, приложенныхь кз натерьзльной точкть. 

Дифференальное уравиене (112) и равенство (149) епра- 
зедлявы при веякихъ видать, приложенныхь къ свободной мате- 
рьяльвой течЕф. 


$ 26. Законъ живой силы или сохраяешя энерия 
пая одией матерьальной точен. Иотенщальная функия, 
Поверхнести уровня. 

Екая ироэвщи на осей координатъ иль, призоженныхь въ 
изтерьяльной точвё, суть тая фунюши координать, которыя 
дБядють тричлень: у 

Хах-| Уду-+ 2аг 


полнымь дифферевщаложь ивкоторой функщи 0 (м, у, 2) во- 
ординать, то дифференщальное уравнеше (112) будеть нмёть 
слвдующИ видъ 
ня? 
4(17)=в0; 
з потому дифферевщельных уравненя движеня свободной ма- 
терьзльной точки будуть вифть тогда слВдующие шетограль: 


а аненнь (150) 


гдЬ В есть произвольная поетожнявя. 


— 111 — 


Услове: 
Хаг-- Уду--йаг=а0... 


требуеть, чтобы прозкщи силы на об координать были раввы 
производныиь оть 0’ по коордниаламь; а именно должно быть 


Фунвщя 17 оть 2, у, г, производныя которой по 2, у, 2 выра- 
вають проэкци Х, У, 2 вилы, приложенной въ натерьязьной точёЪ, 
находящейся въ точк% (2, у, 2} проетранства, называется лотен- 
эбадьною или силовою фунюшею этой силы. Сила же, проэкщи 
5Оторой на оси воординать суть функции оть =, уу, г, удовлетворяю- 
пуя уоловию (151), называется сылою, имъющею потеншаль. 

Если придадихь опредфленныя численные значени: а, $, с 
порожниыиь величинань х, у, 2, заключающимея въ функции С, 
то послфдняя получить вЪвоторое численное значене О. 

Уравнене: 

Си, у, = а, в, 0 
ия 


бе, у, ДО... аа... .... 958) 


воть уравнеше поверхности, проходящей черезъ ту точку про- 
странетва, воорднпаты которой суть а, 6, с; во вефхь точкахь 
этой поверхности, пазыввеной зоберхносиию уровня, потентазь- 
ная функля ©’ инфеть одну п ту же постоянную величину С; 
эта постоянная называется параметроме поверхности уровни, 
Придазая наражетру О’въ уравнении (153) различных дЪйотва- 
тельныя зпачешя, воторыя ножеть получать нотенщажьная фунёця 
©, мы получакъ уравненя различныхь поверхностей уровня этой 
функи. Каждой потенщельной функ свофственио безчисяенное 
иножоство поверхностей уровня, совокувнооть которыхь образуеть 
систему, заполияющую ©обою вве то простравство, внутри 5ото- 
раго позеншальная фунвщя иметь дЬйствительныя значення. 
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Нормаль, проведенная въ поверхности уровня черезъ какую либо 
точау ея, инфеть два пряжопротивонозожныя ваправленя; одяо язъ 
ЗихЪ мы назовень положичельною ворналью, другое — отрицатезьною. 

Босннувы угловъ, составляемыхь этими противоположании на- 
правлении съ обани координать выражаются тввъ: 


ав (мхуеЬЙЙ, } 

со (№ У)= дж, 

«03 (№2)= 8 9, 

И ра неее тннь (454) 
сз (№У) = и, 

о) р | 


тв: 


и гдВ вЪ производных должны быть подотввлены координаты той 
точки поверхности уровня, изь которой возетановлена нормаль. 

За похожительное кы прижемъ занравине М№,, соотвфяетвую- 
щее положительному знаку корня (155), эту положительную норизаль 
вы будежь инотда, для краткости, назызать просто нормалью и 
будемь обозначать бувею № безь знака виизу. 

Пусть ЛИ есть точва пространства, черезь которую проведена 
поверхноеть уровня еъ нарьметронь С’и пориаль въ этой поверхеости, 
М, — другая точка, безконечно близкая къ №; х, у, я— Коорди- 
изты точки М; х--82, уу, 2--8= — воординаты точки ЛА, 
ТВ 82, Зу, 82 суть проови на оси воординать казой либо безжо- 
вечно-малой дуги 85, етятязаемой хордою ММ,. Очевидяю, пара- 
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жетрь той позертноетк уровня, на которай находатся точка Л, 
можеть отличатьен оть С’ тельво на безволечио-маз у величину: 


Обы у 2 Ры-А св (Мызв .... (456) 

Это выражеве приведено здьсь дла того, чтобы показать, что 
въ той сторовы поверхностя уровия С, въ которую направлена, 
положительная пориаль, находятея тюверхноети уровня съ пара“ 
ветрами большими (С, в сторовы же отрицательной нориаля нз- 
ходитея поверхности уровня съ параметрами меньшими С; въ а- 


иомъ дёлВ, изъ выражена (156) видно, что; 


$С>0, ева с03{(2,53)>0 
80<0, ебли воз (№158) <0. 


На овновашв равенетвь (152) изъ формуль (155) н (154) 
получикъ: 


АЙ=чИ УР, 
вов (№, Х)==е0%( Е, Х);еов(№, У)-с0%( Е, У);гоз( №, 2) ==соз( 1,2); 


послвдия три равенства выражають, что снае Р, интющая раз- 
сматриваеный потенщаль и приложенная 5 матерьяльной 
эпочкь, находящейся в5 точкь М (т, у, 2) пространства, на- 
‚яравлена по положоииельной норкали кз поверхности уроеня, 
проведенной черезь эту точку. 

Вераемел теперь въ интегралу (150), который можеть быть 
предетавлевъ такъ: 


и кожеть быть выражень стрдующею словесною форвулою: 
Если равнодтаствующая сиаз, яриложенныхь кз свободной 
матеръяааной точкю, мижета потетиаль, то бвижеще точки 


подчиняется слпдующену закону: разность между ление силою 
8 
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в величиною параметра той поверхности уровня, на которой 
находится матерьяльная точка, есть величина постоянная в0 
все время движентя. 

Этоть законъ движеня язвфотонъ нодъ именемъ закона живой 
силы для одной катерьяльной точен. 

Работа силы №, извющей потенщахь , нь путн, вачинаю- 
щщемел БЪ точвВ ЛМ, (2, у, 21} я кончающежен въ точЕВ М, 
(2, у», 2), выраватся разностью значешй потеннельной функ 
ВЪ этяхь точкахъ; то воть: 


3» 
ковре» ва Уду- даг)== 
* 


= /. 40 = О», у» 2) — Оз, а)... 58) 


Слфдовательно, величина работы ие завненть отъ того пути, 
Боторый опишеть данжужаяел точка между точками ЛЕ и ДА, 
& только оть величинъ параметровъ тёхъ поверхвостей уроиня,, 
8% которыхЪъ эти точки изходятея. 

Точно также, при переходв матерьяльной точки по какому 
бы то ки быю пути с одвой поверхности уровня на другую, 
сила Р совершаеть работу, зыражаеную разностью параметровъ 
эчихь поверхностей; при этожъ нараметрь чой поверхности, изъ 
хоторой вышла точка, яграеть роль вычитаемаго, & нараметръ той 
поверхности, на которую приходить точна — роль ушенынаенато. 
3 Уравнене (149) орехыдущаго параграфа привииаеть при 
силахь, нмфющихь потеищьжь, слрдующий вндъ: 


т т у а) — Обь, 2), .... 69) 


что получается также изъ интеграла (157) ики (160), выражаю- 
щаго закоть живой силы для одной матерьяльной точен. 
Приибрами силъ, нифющихь нотенщажь, шогуть схужить: 
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8) постолиная сила. Нотеншальная фунещя вя есть линейная 
«фунта координать; въ сажокъ дфяЬ, если: 
Х=А, У=В, 7=0, 
тдв А, В, С— постояиныя, 10 очевядно: 
0—=Ах+Ву+ 02+ ,.. (460) 
тв Ш есть значен!е потеящтальной фувкщи въ началв координатъ. 

Поверхности уровня етой потенщальной функщи суть нарах- 
дельныя плоскости, 

Другой приифръ предетавляеть: 

6) сила, присативающая матерьяльную точку въ неподвижнойу 
центру, находященуея въ начахв воордивать, ини отталкиваю- 
ая точву оть этого центра; величина силы выражается накоторою 
фунешею радуеа вектора точвЕ. 

Проэкщи такой силы ва осл кооржинеть выразятся тавъ: 


Х=Еи*, УБЕ, 2=РУ, 


гдЪ Р() есть позожительно-взятая величины отталкиватольной 
евлы, пли отрицетельно-взятая величина нрятагательной силы; 
подъ г нодразуивается здФоь положительно-взятая величина 
разотолн:я ивтерьяльной точки оть центра силы; то веть: 


ИУ; 


вифетВ въ тВиь мы будежь обозначать тою 26 буввою таБЖе и 
запразлене изъ центра вилы вдоль по рад!уеу вектору. 

Легко видфть, что косинусы угловь, составляемыхь нанравле- 
щенъ у съ обяви координать, выражаются производными оть г 
по соотвЁтетвенныхь координатаиЪ точки, з именно: 


#. 


| 


#3 аз я 
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повтоиу: 
х-в”, =, 8=Р0)”,...... (162) 


а отеюда слблуеть, что потезшальная функшя этой силы — сл8- 
дующал: 


Въ санонь ДЛЬ, ТаЕЪ какъ: 


ав 
"=Е(), 
то: 
90 90% 

Х-в-=ьи- ЕР = 
8) ели центрь притаженя или отталкиван!я чаходитея не 
зь началв коордивать, & въ кавой либо неподвижной точк® М, 
коордикаты которой суть: Х:, Уз, 2, 10 тогда подъ х сидуеть 

подразуивать: ° 


‚=НУв- + — те — в), 
& шодь направлешень у— направдене изъ цевтра М, къ той 
точЕВ, на которую дВйствуеть разематриввемая сила. 
Потенщальная фувешя выражается идтеграломь (163), проэкщи 
же силы за оси коордичать выражаются такъ: 


хе = Рот 
УИ р. аньь. (164) 


Е=ЕР®* 


Въ этомъ случаВ, также какъ и въ предыдущехь, поверхности 
уровня суть вонцентричесыя сферы, нуфющия центрь въ центр силы. 
=) На ивтерьяльную точку могуть дЁйствовать одновременно 
ИЪСВОЛЬБО Такихь сялъ, какъ упожанутая въ продыдущежь пункт 
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тогда потенщальная функция равнол Вйетвующей будетъ выражаться 
<унмою потенщальныхь функ составзяющехь сить: 


и= } ведан+ И Ван... /. играть, @65) 
тд»: 
= -+И@— хуле ый 


тк НИ — ое вы: 


Х,, Уз, 7, Хь, Уз, 1,...-Жы Уь к -- Суть Координаты центровъ, 
изъ Боторыхъ ДЙСТВУЮТЬ СОСТАВЕЯЮНИЯ силы. 
Прозвшя равнод®йствующей на овь Х”*® выразится тавъ; 


98 _ - — 
дева. КИО". 406) 
д) Сита: 
— Ку — #2 — 
Х-— изу» Уи» 2=0 
{г=Ё К постовнвое) ямфеть стбдующую потенцальную фувецию: 


И= Еытощ(1)............. 467) 


Отношеше (у:2) есть тавтенеь утза 0, составянемаго съ осью Хе 
ирозкшею радуга вевторв точки на плоскость ХУ; тоть же самый таягенеъ 
нифють углы: 

9-= 2я=, 


1% в вакое 2160 пфнюе число; позтому иотенщальныя функя (167) 
жыфеть въ каждой точк® пространства безчнелевиое множество значен!й: 


0=К0-=2тК........ .... 9688} 


Когда понадобится, мы обратимь внимаше на обстоятельства, ироне- 
хекаюищя изъ ивоговраткости звачен! такой потенлзазьной фувкии, 
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Закокь живой силы для одной жатерьяльной точки иредета- 
вляеть собою частный случай общаго закона тото же имени, относя- 
щаговя въ движеню систежы точекъ; въ своежЪ ифот® мы сообщинъ 
ифкоторыя историческая свфдфн]я относительно отЕрыт!я этого закона. 


$97. Примърь рёшемя задачи о кризолинеймомъ двя- 
жении свободной матеръяльмой точки модъ вияшенъ цемт- 
ральной силы, изфющей потенщаль. 

Мы приведень теперь примфръ рёшещя такой задачи, въ ко- 
торой инфють ифето завоны площадей и живой силы: 

Ирнизрь 19. Опредхить движеше свободной натерьяльной 
точЕн, притагиваемой въ вачалу воординать снлою обратко-про- 
порщовальною квадрату разетоян!я отЪ него. 

Дифференшальныя уравненл дввжеея натерьяльной точки суть; 


фа вт д 
та=— их 

Фу. ту 
та т |. 

9 ав 2 
тает 


тдЪ в» есть вЪвоторал постоянная величина. 

Тавкь вакъ сила мостоанио вапраздена къ началу координатъ, 
то, какъ показано въ 8 24, хифференщельных травненя ичфють. 
три иатеграла: 


и )=°.......... ... (8. а) 
и ............. (аъ) 
@У—ш)=4....... и... {431, с} 


Кроев того, тавъ вакъ сяда нибеть потенщагь: 


д ь® 
и =, 


| 
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то, кавъ повазано въ $ 26, дифференщельныя уравневя нуЗють 
еще ивтеграль: 


в? ть 


Е ИИ (7%) 


выражающ заковъ живой силы. 

Таккиъ образоиъ, мы имфежь уже четыре интеграла съ че- 
тырьия провзвольныхи постоанныхи: С, С, С, #. 

Остается произвести еще два интогрированя, которыя ваедуть 
двВ произвольных постолниыя, и тогда задача будеть рётека. 

Изь параграфь 24-го язяфетво, что движене матерьяльной 
точки проясходить въ плоскости’ 


ое б=0,........... (436) 


проходящей черезъ валало воордянать, и севторьяльная скорость ра- 
уса вектора, остающагося постоянно въ этой плоскости, постоянна: 


НА (143) 
тд: 
= ИСО ти в (и) ..... {438) 


Выразниь секторьяльную скорость с въ полярныхь воордина- 
тахъ по форжулё (144) параграфа 24-го: 


... : (44) 


въ интеграав (170) выразимъ квадрать скоростя вЪ полнуныхь 
же координатахь но форяул® (20} кинематической чвети (стр. 33): 


(не =ьн"............ (#1) 


Мы будежь интегрировать дифферениальный уравнения перваго 
порадва: (144) (171). 

(Аргушенть 9 ебть уголь, составаленый радтусошь вектором 
5 ивкоторою неводвижною осью, проведенною въ изосвости дви- 
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жешя черезъ налало коордивать; при движени точки этоть уголь 
непрерывно увеличивается). 

Исключииь 0’ изъ уравнешя (171) и рёшииъ его отноеи- 
еьно #'; нодучииъ: 


У в... ..... 69) 


интегрируя ю послёднее уравнеше, найдекъ выражен! для у въ 
функщи оть #. 

Вифсто того, чтобы ввтегрировать уравнеше (172), вы его 
преобразуемь въ другое, которое легче интегрируется в доставляеть 
равнене траэвторя. 

Для итого предетавииь 6%, что г выражено фунвщею отъ 9; 
потому: 

47 — 440 
@ — фар 


Ели, ва основаши уравяеня (144); 


Гричленъ, находащ!йся подъ ворнемъ уравневя (172), ножетъ 
быть преобразовань слвдующимь образомъ: 
Эр 4 з 
Вау). 
Сумма: 
25-5 
иинфеть веегдй величину подожительную; въ еомомь дфлЬ, означииъ 
черезь у, и хз мачащьную скороть и начальный радууеъ векторъ; 
хо форшулань (188) (143): 
Чай ой ви (ото); 
постоянная же № можеть быть выражена (ем. (170)} такъ: 


з 
в Ё, 
2 


т 
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«иВдователько: 


а [СЫ . 
В ЕС 


Такь какъ квадрать сннуеа Не шожеть быть болфе еднинды, 
10 дробь: 
о 
7 ати.) 


не можеть быть иене дроби: 


и» 
Фото’ 


то есть, первая дробь или болфе второй, или равна ей; 


в . 
орт вин во) = 7? 


эзъ этого сяфдуеть: 


и 


® 


То есть: 


значить, разоматриваеная вами суши дЪйствительно воогда имфеть 
зеличину положительную. 

Раздфаявь эту сумму на положительную ведичину (л*: 4), ны 
получимь похожительное отлошене, которое мы означимуъ черезь е*: 


ве 
о 8_)....... 73) 


По ребиъ этижъ причинам, уравнене (172) иожо преобразо- 
вать въ схёдующее: 
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тлф, для краткости, черезь С обозначена сл®дующая разность: 


и интегрируя, похучииз: 


атесоз (“ 


ли: 
= Ье сов (0-®,) 


ео + ес0з (9 Г.) ‚ 
тА® ТГ, есть патая произвольная поетоянная. 


Внразимъ 7 въ функши оть 0: 


—= Р 
веку: :1-* 1: (18) 
гл: 


Урзвнеше (175) (вавъ уже было упомянуто ва стр. 42 ви- 
вежатической части) прехставлясть одну изь привыхь лин! 2-го 
норядка, то есть эллипоь, гиворболу, нии парабожу; величии 
эвецентрисктета е опрекёляеть родъ кривой, а именно: 
крявая весть уимербола, если е>1 , то ееть, если (см. формулу (173)): 


и; 
кривая есть зажербола, эвли е=1, то есть, всзит 


3 ; 
=, 
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кривая веть одлымсь, вслн е<1, то есть, если: 


Величина р есть полукаражетрь врявой, то есть длава радуеа 
вектора, перпендякуларнаго къ большой оен эллинеа, къ главной 
оси параболы, или вЪ дЪйствительной тлавной оси гиперболы, 

Поелёдиее интегрироваше проязведемь надъ уравневуеит (144), 
въ которомь зажёикиь г функцею оть 0; уравнене это, но от- 
дёлеши переябяныхь, получить схёдующи вид: 


ети ен... {177 
Для пралвоети, оввачинъ (9--Г,) через ©; двучлень, заклю- 
яающИЙся въ знаменатель, преобразуемь слёдующень образомъ: 
1-е608=009° [© зе + в в (— вез? (= 
=(+ 06 ( )-+а—9 8 ), 
10сдь чего предыдущее уравнеше можеть быть написано такъ: 


ры 
, и... 78) 
ты Ё 18" ( (о 


Интегрироване этого уравневя въ случа движения точки по 
эазипеу облегчается при помощи слёдующей подстановви: 


ве 2..4... 


изъ этого равенства слбууеть: 


р. з) 1+6) РЕ [2 
% у Ее 4 
203" 5)" 7‘ (1 
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‘теперь уравнене (178) приметь схфдующЕ ведь: 


Ре = ({—есзра=а. 


Интегрируя это уразаене, нолучииь: 


а —езтр=—т 


или; 
Ген Е, ......... . @80) 


ТДВ ‹ есть шестая произвольная постоянная, д — дхина больной 
полуоси элжипен: 


Ноел® этого, разематриваемая задача для случая движеня го 
здзиптической тразктори р®нена околчательно. 

Эта задача играеть существенную роль въ аетронощи и ве- 
бесной механик; полученное решен выражает движене которой 
ибо изъ планеть вокругъ солнца, ведя предположить посл®днее не- 
одвижныЕь, массу планеты — сосредоточенною въ одной точе»%, & 
притяжене разсиатриваеной плажеты прочими — несуществующямъ. 

Шесть произвольныхъь постоявныхъ: 


6, 6, бы Ъ, Гь‹ 


нетрудно выразить въ начажьныхь коорднилтахь и въ проокщахь 
начальной” вкорости на оея воординатъ. 

Перныя четыре проязвольныя постоянных опроджяяють вохоже- 
н1е пзоскоети орбиты, экецентрисктеть ея и длину большой нолуося: 


с, —_ 
Убноет-Т.......-.-- 88) 


2=—що,. ....... (88) 


л.н... . 80 


. 173) 


тд Х есть уголь, подъ которынь плоскость орбиты ваклонена 
къ плоекости ХУ, © — толь, воставляеный съ осью Х ливею 
пересбченя этахъ плоскостей. 

Произвольвая постоянна Г, есть отрицательно взятый аргу- 
жевть каизевьюато радтуса вевтора; - — моменть врешени, въ ко- 
торый радрувь вевторъ иметь наименьшую велячину. 


Въ случа двикошя точки по параболф, уравнене (178) принимаеть. 
сафдующй видъ: 


. (84) 


Мнтегрируя, позучииь: 


ее ее -6—9..... 185) 


$28, Нёкотерыя другя формы интеграловъ дяфферем- 

вальныхь уравневй движеня свободной матерьяльмей 
точки. 

Предполовимт, что свободная матерьяльная точка постоянно остается 
въ одной плоскости, которую мн прижемъ за плоскость ХУ. 

Изъ предыдущего намъ извъетно, что дифферевшальныя уравнейя 
двнжения 

@ _ 9 __ 
таеЕ=Х, тар==У, 

или замъаяющая ихъ совокупность дифферевщельныхь уравневЁй перваго 
порядка: 


п, Фу, тех, ву... (186) 


цибють питегразь: 


э(ту' — уз’) С, 
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если енла всегда удовлетворяеть условию: 
ду—уХ=0 


и эти же уравнешя нхфють интегралъ: 
ре 
в (вы) =, 


если сила лифеть потонщалъ. 

Мы считаемь здёсь ужфотнымь указать иа двф друк формы патегре- 
ловъ дифференщальныхь уравненйй (196), получаемых зерезъ интегрирова- 
#е дифференщальнасо ураввеня: 


"— у 
м рух), 


зн силы не зависять оть скорости и вречены и удоветроряють виже- 
ъприведевнымь уезовямь; эти интегралы найдены Бертранонъ *), 
1) Есак сида удовлетворяеть уеловю: 


2У—уХ=Р,.............. 8) 


тдБ р — постоянное, то изь послбдчято дифференцальнато уравнешя 1о- 
хучиыь интеграхь: 


та — 92) 14-0... @88) 


2) Если сила удонлетворяеть услов!ю: 
шу—эх=Ь1(#,............ 89) 


ТАБ / есть даввя бы то ни было фунвшя оть {у:2), то, поиноживъ обь 
части послдияго дифференщальнаго уравнени ив 


2 — =), 


золучинь: 


ной) 


ж) Вега. Мёшюйге 5аг 105 {160т81е5 сонылиюез & раеитв гор тез 
4е Месмнапе. оптра! ве Маветаичиез ротез её аррНциёея раг 7. ГлоптШе, 
Зее №, Тоше ХУИ. 1862. р. 31—15. 
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отсюда интограть сябдующаго вида: 


ие, — = И 22 (#)а(*)-с...... (490) 


Примючаще. Сюда же слфдуеть отнести и ТБ случаи, въ которыхь 
слла, удовхетворяеть усзовио; 
у 
ы (#) 


ау 


(Уф ух)= . 991) 


потому что, есля мы лохожнмт: 


ы ) ; 
э=/ =, 

+ ^ 

то усломе (191) праметь видъ (139). 

Извфетны еще друмя общ формы интеграловь дифференшальныхь. 
равнен1й движеня свободной матерьяльной точки, подверженной сизамъ, 
удовлетворающимь нфкоторымь усломямь изъ эгихъ формъ интеграловь 
мы можемь указать тольбо ва саБдующия: 

3) Помножимь второе изъ дифференщальныхь ураанен 


эм 


т"-Х, т-У..... ... 


на 2’ я зыЬиь вычтемь изъ него первое, помвоженное ва у; получится 
ствхующее дифференщальвное уравнене 


. 498) 


ели ела, приложенная къ матерьяльной зочк®, уховлетворлеть усов: 


зи" уз=тУфУХ..... 


ву-ух=е (а, р %).. .. 


тд! есть кавдя нибудь фувецы огь 2, 9, (9:27), то тогдь унфференщаль- 
вое уравнене (199) можно предетавить подъ слёдующимь вихомь: 


. (193) 


—128— 


Предполаган, что у выражево фуньщею оть =, можемъ исключить изъ. 
этого уравненя дифференщель времени, ныфя въ ввду, что: 


У 4) а 
2 Ш = 


ветьдстые этого нослФянее дифференщальное уравнензе получить, но сохра- 
щен ва 2’, виды 


ту)... ....:.: 8) 


обыкновениаго дифферснщахьнато уравнешя втораго порядка. 
Перзые интегралы этого уравненёя: 


я (=, у. #)=0, 2 (=, 9, = с, 


представять собою, но замёщети въ нихъ производной *- отяошенемъ 


{5':=’), первые ивхегразы: 


С,......... 8) 


в.в) == 0, (2,4, 
дифференщальныхь уравнешй (А) движев:я свободной малерьяльной точки. 

Усзове (193) выражзеть, что проэкщя свхы на нормаль къ траэето- 
и есть однородвая фуньшя второй степеви отъ скоростей 2’ и у; функшя 
эта — сфдующяя: 


Стьдовательно, если прожщя енлы на нормаль кз траэкторёи есть 
однородная фузищёя (196) второй степени отз скоростей 2 у’, то диф- 
ференщальныя ураененя движещя свободной маттерьяльной точки на пло- 
схости нмьють два первые иитераль, не заителише ото времени; этие 
зиезралы получаютея из первыхь интеграловь обыкновенно дифферен- 
ззалынио уравненя вторазо порядка (194). 
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Этоть елучай нитегрируемости дифференщальвыхь уравневй даиженл 
точки ва плоскости быль указань проф. А. Н. Коркннымь *). 

Броиф того, А. Н. Коркинъ нашехь еще афоколько случаевъ интегрируе- 
мости диффереищальныхь уравнен й двимеши матерьяльной точки на ило- 
скоети, въ которыхъ лолучаштся два интеграла; изъ этахь схучаевь мы 
можемь зяБсь привести тохько одннъ, самый простьйпий. 

4) Если онл не зависить оть времеви и скоростей и удоветворветь 
уеловию: 


тдВ  — постовиное, & {— нЪвоторая функция отъ (у— &х), то тогда соста- 
вииъ дифференщельное уравнение: 


т(у"— 1 )=УФЁХ,......... . (498) 
которое, на основануи условшя (197), приведетея къ виду: 
ту" 2')=Ду—№).......... (99) 
Означиыъ у — Ал черезь &, тогда уравнен (199) похучить вид; 
тё' =; 


иитегрировае дифферентальнато уравневя такого вида показано вл, $ 19 
(см. случан Эго рода). 


$ 29. Задачи. 

1. Опредьлить движеше матерьялной точки, притятивлемой ль 
оби Хжь снзою обратно пропоршоналиною квадрату разетоящя оть нея; 
зачальная скорость точки параллельна той же осн. 

Дифферепуальныя урзаневя динжонуа: 


та"=0, ту"=— Е 


пазажьныя координаты н скорости: 


БО, ж-=0, ди, В, у 


*} Коркязъ. О совокуавыхь уравнешяхь съ частными произаюхными 
перкаго порадка и нёвоторыхь вопросвхъ исханяки. 1867, 
Бот ше. Зиг 1е3 ибруаез Фев бааНоюз да юопуетеое @ип рот ша 
+81е}. Мазнетайзсве Аппают хоп С1еЪ5сь ип Мешизия. В. Г. 1870. $. 13. 
° 
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Второй интеграть данвошя параллельно осж Хок: 


&=4.. 


Первый иитеграль дникеня параллельно оси Уз“: 
и — 11 
(’) =, (у $). 


Для того, чтобы интегрировать уравзене: 


положим: 


9=8 (1+0), инь ь 
тогхв это ураваене арвиеть суфдующий впдъ: 
ее 2009  дь= 9/3; 
интегрируя похучимъ: 
5 — 
Вора) ВУЗы... неа. (202) 


Три ураввеня: (200—202} выражають хавжен точен; траэвторя же 
выражается двумя урввневёяме: 


и В 


Прехлагаемь сразвить эти уравнены съ уравяевнями циклоны (ем. 
Бикем. часть, стр. 14). 

Время, зъ течене котораго двнлущаяся зочкя ирихеть на ось Хз, 
опредфлится изь формулы {202), если сдьзаеыь вь ней в; 

8. 
75 

8. На ватерьяльную точку двиствують притяжены, обратно провор- 
цюнальных ивзхратамь разстоан!й, ео стороны двухь неподъижиихт цевт- 
оовъ, 0. я 24 зожичивы этижъ иритажание вутк 
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1дф:; т — масса точки, г, — разстоаще матерьяльной точки оть центра 0. 
г: — разстовие ея оть центра Г. 

Матерьяленая точка, помщенная на лини ОТ, в разетоянм 6 
отъ точки 0, пущена св скоростью а чо направлено къ Г; опредъ- 
зить, какь велика должна бъзпь скорость я для зто, чтобы дешну- 
чщеяся точка мола останотилься въ той почть Б на луны Е, вь 
которой притяженя обоцть центровь взаимно уравновтиивантея, 

Равлодфйствующая сихъ, приложевныхь къ матерьяльной точке, имфеть. 
.въ этомъ случа потенцфагь (ем. 165): 


бет (Е), 


ъ 


поэтому днажене матерьяльной точхи удовлетворяегь закону живой енлы: 
М. и Е Е. 
(ре... ..- (803) 


тд Д озназаеть разстояне мекду центрами (и Г. 

Такъ как точка совершаегь движене по прямой ни О межху 
точками О я Г, от, ну, дазины быть замёнены величинами хи ДР, 
тдё х есть разетояню движущейся точки оть центра 0. 

Означииь черезъ # разстонне ОЖ; завъ кавъ въ точкь К прятяжевя 
обонхь цевтровь должны взаимно уравновфшиваться, то # должно Удо» 


ваетворать сзёдуюлему равеночву: 


Ма _ вт‘ 
ево Ф- 


ри _ РМ . 
уни В-В-ушнуг..- +. 04) 


Прямфавяъ травнене (208) въ тому моженту, зъ воторый махерьяльная 
`точка остановится въ 1045 К; тотда будуть 2=0, г, =, *,-=0—& 
«лфвовательно; 


—М в ); 

Е р 
эдифвивъ здёсь В в (Р—#) выражешяии (204) и производя наллежаня 
„преобразоваяя, получемь ° 


э” 
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(уРуи-У ру»)... (05) 


Положниь, что О н ‘2, предетаваяють центры земли и луны, чю Ми 
в означають массы этихь плаветь, Г — величину разстонья между ини, 
Ъ— среднюю величину земваго радиуса; тогда формуза (205) послужить 
дзи опредфзев!я той енорости, ек воторою долженъ быть пущень снаряду 
©ъ поверхности земли по изиравзению къ зувф, для того, чтобы онъ могь 
дойти 20 той точки, въ которой притяженще яемзи уравновфтивается притя- 
жевенъ луны. Коэффишенть г, заключают ея въ фориудВ (205), можеть. 
быть опредёлень на основав того соображены, что свла тяжести, призо- 
жевная къ массь эт, пыходящейся на поверхности зенли, выражается двоя- 
кимт образомъ; 


а потому: 


=........:.:.... (08 8) 


Подстанивь ото выражене для ‹ въ формулу (205), мы найдем сяЪ- 
дующее выражене для < 


И ЩИ 
а=И зу 1—% УР-ЫИ и 
Жезн принять во внимвше, что Л почта въ 60 разь бояре 6 и что 


масев луны почти въ 81 разъ менфе массы. зенли, то можно сказать, что 
прибхизительно: 


Уз 


$ Момиеръяжьная точка зрииливается къ началу коордичать 

силою: 
ож 
Евр =» 

30% Вир сумь величины постоянных; опредълить движеще ма- 
зтерозльной точки, предпомпая, что начальное полосвеще ея на 
оси Х, въ розстващы р оть начала коордимать, в что начальная 
скорость ея В мараллельна овен У. 
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Днфференцальный уравнены двяженна: 


И м 
2 = зар-а" У — Ари 
Такъ какъ сила центральная, то здесь ныфеть мфото завонь изо- 
эдадей: 
2-8 ........:..... (906) 


Дате, первое изъ дифференщальныхь уравнен!й интегрируется само- 
<тоятехьно: 


[6 О» 


а тавъ вавъ при 5=р, 2—0, то С=0, ноэтому: 


а=-ИЕЕЕ............. (8) 


Искаючивъ 9 изъ уравненйй (206) я {207} н янтеграруя позучивщееся 
дифференщальное уравнеше перваг порадка: 


холучиытх ураввеше треэкторнс: 
ри; 


зло -- парабоха, иыЪющая вершину БЪ точь (2-=р, у=0} в 065 — по ва- 
правленю отридательной оея У. 

Для овоячательнаго рёшеня вопроса .оствется тольяо нитегрировать 
‘Травнеше (207); получим: . 


(4р аира. 
4. На матерьяюммую точку дъйствуеть та ее самая сила, что 


% в. предыдущей задачь, но мачальчыя обзпоятельства движеня 
хамл либо друвя. Опредьлить видь траэкторйг и движеще зкочки- 
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Дан рьшены вопроса ивло прокавести т же самых дФястыя, как. 
и въ предыдущей задачВ, Первые нитегразы будуть: 


ау ут=о0, (= Ор» 


вторые: 


т И 6.089... (008) 


1002020 — бир ое — =} 
>= 8 Уве 0) 


—И.@—Э-Е6.р- ==, 


Ивтеграль (208) есть ураввеше тразктореи; это — одва въ кривнссь 
эторато порядка, Родь кривой опредфляетея знакомт постоянной С.‚, есаи?. 
С, боже нуля, то траэктеря — типербоаа, есан С, менфе нуля, то траэв- 
тора — эакипсъ, если 0,0, то парабола. 


5. Опредьмить движене матерьямьной точки при дийствуи на: 
ее слюдующей дритяинельной сизм къ началу зобрдинать: 


1% «-— постоянный уготь. 
Треовторйя — хоничесное сйчено. 


6. Олредьлить движееще мазеръяльной точки при дийсвити на 
нее слъдующей притяютельной снлм кз началу координато: 


рик 
Руза” 


Дифференыальныя ураввеня двищени въ этомъ суча суть 


Сы 
Озивъ язъ первыхъ натеграловъ выражаеть зажонъ площадей: 


дб... 89) 


хругой получается, нитегрируя днфференщальное тразнене: 
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_ рем). 
ау = ее ); 
онъ будеть 


у-с+ 


Чтобы произвести дазвнфйнйя интегрировазжя, мы преобразуемь пер- 
вые нитегразы слдующимь образокъ. 
Понножимь (210) из ту к заыфнимъ Алузу! собдующею разностью: 


доц у ци’ — у — зар, 
и0сдф этого изь уравнены (210) пожучииь смбдующее дифферанцгальное 


ураввеше: 
НРУ ааа 


нитегрируя которое, получимь выражен { въ функщи оть произведена 
ху; это будегь одниъ изъ нторыкь ивтеграховъ. 
Иснлючимь 4 изь дифферениазьнаго уравневя (211) и изъ ннте- 
траха (209): 
Чи _ 42.6, 
РоЕИЕ- о 
нолучимъ дяфференщальное уравцене: 
вы (= 


6, 46) 
зу с'+4 (6+2 


ЭЪ ЕЕвой частк котораго стонть полный дефферениалт, а правая закию- 
чаеть перемфвную ху; натегрируя это уравнене, мы найден: 


ов БУТ, -вве-+И7Ь, 
вы 
2+, ре. 


Равивь нолучениое уравневе относятеньно 2, получимь: 
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(Ге ЭСТ, =. ....... @8) 


Это есть уравнене кривой втораго порядка; родъ кривой овредфазетоя. 
знавБомЪ постоянной С. 

1. Опредьминь дечженще матеръяльной точки при дыйстяи 
на нее приттательной сима: 


Им 
Уаз ьку су 


хаправлениой къ началу коор?инать. 

"Траэвторы — коническое сфчеше. 

8. Опредьмить движеще тяжелой матерьлльной точки, свободно 
зущенной нодь окзаторомь въ разстоящи $ ото центра земнио шара; 
Убидиться въ въуности формуль (186), приведенныль на стр. 168 ки- 
нематической части. Центръ земли предполлается немодвижнымь- 

Есжн эта матерьяльная точка будегь неизмёнио связана съ землею, 
10 она, находясь подъ экветорошь въ разстохвш 5 оть центра земли 0 
(черт. 73 кинематической части), будеть имфть скорость 8, нериендикуляр- 
кую въ рамуст ОВ я направенную къ востоку: эту же самую скорость 
будеть пы№ть матерьяльнья точка въ тоть момевть вотда оня будеть пу- 
щена свободно, то есть, когда связь, прикрфиляющан ве къ земль, будеть 
уничтожена. 

Нроведемъ изъ центра земли неподвижную ось ОУ черезъ то положе- 
ве В изтерьальной точки, которое она завимаеть вт. пространств въ мо- 
менть освобождена ея оть связн съ землею; ось ОХ проведемъ въ илос- 
коети эБватора паразлельно направлен скорости $5; ПОДЪ ® мы под- 
залумёзвемь угловую скорость суточнаго вращешя земли, & подъ 6 — 
среднюю вехичину земнаго радуса, прехлолагая, что свободно нущевнаа 
очка находизась близь поверхности земли; поэтому: 


=0,0000729 ще» =6370900 жетр. 


Повинулсь притяженню къ цеитру земли: 
и 
= 
и пыфа вазальную скорость 
дов», 9.2=0 


—17- 
= начальное положене: 
2—0, и, 


матерьяльная точка начнеть совершать движене, разсмотрённое намк въ 
$ 27 паотоящей главы; нетрудно убёдиться, что въ настоящемъ случав двн- 
звене будеть совершаться по эилнпсу; въ самомь дз: 


21=57. аж ; 
изъ формулы же (205 №3) задачи 2-Й сгЕдуеть: 
гМ=9', 
потому: 
ЗВ=— 6 (39 — в); 
а та5ъ какъ: 


ть 
29-96 рае, 1ы'=0,08365 ее, 


10 2% менфе нуля, сафдовательно, тразкторя эллиптическая. 
Элементы этой орбиты сяфдующе: 


жромь того, овначая черезь © утолъ, составаяеный рацуеомъ векторомъ съ 
положитезьною овью Хъ н оточитываемый оть этой оси въ сторону пою- 
жнтельной оси У, будемъ вифтьы: 


в=т—: 


ТАБ ф веть утохь, отечнтываемый оть изиравхевя нзамевышаго радруса 
лектора вЪ сторону хвиженя точки. 
Пернгехй орбиты находится на отрицательной сторон оси Ун угодъ 
9 съ теченюжь времвин уменьшается. 
Движеше пущеяной точки выражаетея сефдующнми формулами: 


5= 03 0=--гаа $; уча 9==— 70059 
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щи 1 {—= Я 


11? 


поэтому: 


. (28) 


д== ве зшр у=а(е — созГ).. 
Для того, чтобы разхожить 2 и у вЪ ряды по возрастающемь степе- 


намъ 2, составимъ свачала подобное разложене для }. 
Возьмемъ производную по времени оть обфихь частей равенства: 


{—=-ечареть ==; 


похучнмь: 
РА — есоз р 


повторяя то же хёйстве надь подученнымь равенством и тавъ продолиая 
дахфе, будемъ получать равенства: 


0—1’ (1-— совр 8 РУ 
0=/" (1— есов + Зе’ эау-е (В) соз{ 


изь которыхь опрехфзниь величины пронаводныхь: 


” 


В 
Горе КО, = 


ен? (9—1) 


ДО, де, .... 


для момента {-=0. 
Подставляя эти величины въ Тайзоровъ радъ: 


БЫ ТЫ... й 
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позучния: 


ме не ее) 
Пе Наааа Какотяяа в +.-- 


и отеюда: 


_ 1 о я (вет 
ее пота — (+ а 


Отсюда легко получатен ряды для эт {и с03[, ТаБЪ каБы 


ви, в Я) 


Затёмтъ, подставявь полученный выражена для эт и с05/ въ фор- 
жулы (013) и привявъ во внимане, что 
м _ М 

(+ а} 


9 
ъ 


Отвошене 9:6 есть весьма малая дробе: 


9 1. 
$=0,00000153 ких 


9. Рицаить задачу с движеми латарьязьной точки, притяи- 
ваемой кь началу координать силою: 


Постунак, какь указано въ нараграфВ 27, чолучимь сдфдующе ре- 
зулькаты. 
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2) Котяа 2 А бояве нула. 
Радуеь векторъ наифняется съ течешемь времени по слёдующему 
закону: 


2 =Уы-ЕТ С, 
зе 


О=- виа (дю), Эви — У Га=ито 668 (бут). 
Ураввене тракторы: 
3) Еслк 0*—р бохфе нузя:, 
28 : 
"и й= и ий; 
2) вом бы 
с. 
7(90-+Г,)== уз 


3} если С?— » мевфе вуля: 


Ъ) Вь тЬхь скучаяхь, когда 2% равно вудю: 
т, ЕО, — 
Траовтори 
ие”, к — 1. 
<) Въ тЬхь случвить, когда 27 менфе пуда; 


И — 8 =И в, +2} 


Ураваено траэктор 
= 2 
= 
у С’ счет 


“10. Тавимъ же образом шотуть быть увасмотрфиы всю случан 
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двизкенёя миперьяльной точки подь вигяитомь гльйующей силы. эпритя- 
эвещя къ началу координаты: 


Вир). 


Наприюзру, уравнея!е трактор при 2% большем» вуля и при (у-- С” 
мвнышемь пудя — сзфдующее: 


тв 


11. Опредьаить движжеще матерояльной точки, къ которой 
приложена смла 


И 
ав (29 

Е=т (> у 5), 

состоящая изъ птиняженя къ началу коердинать, пропорцональ- 


назо разстояью отз нею, и изь отталкивателеной силы отз той 


же точки, обратно пропотональной кубу разстоянзя. 
Если А — ,204-С%) бодфе нули, то уравнеше траэктор!и: 


4 
ПЕ * 


3: ом и 
ЕСА, веачеаь ву 1; 


закон изыфноны аргумента 6 — стдующи: 


а 


12. Денжене тяжелой матерояденой точки въ средь оказы 
воющей двмиеенио сопротивлете, выразжающеевя така: 


паи во"); 


сопротивлеще это направлено противоположно скорости. 
Приводьмъ здёеь то рЪшене этой задачи, которое дать Якобы *). 


*) Зовгаз! Стейе. В, ХГУ. 
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Двниене махерьяльной точви совершается, конечно, зъ той верги- 
кальной алоскоети, въ которой зажлючается начальная скорость; эту лхое- 
кость примемт, за плоскость ХУ, начальное положене движущейся точки 
иримемъ 38 начало коорлинать, ось У направимъ парахдельно ускореию 
<влы тяжести. 

Вь этой задач возьмемь дифферениальных уравнен!я двнжешя виде 
439); означивъ черезь $ уготь, составляемый напразленемъ скороети съ 
9вью Х, будемь имфть, по совращенн ва и: 


ош — 0 — 9". унеельньнь. - (94) 


9 сов, .... нь ..... 26) 
тдф р означаеть величину рад1усь кривизны: 
—_ 48 _ о 

И, ........:.:.:. 8) 
(Зваки = въ обонхь равевотвахь (2) п (216) джны быть оди- 


‘наковые). 


Изъ равенствь (215) и (216 отфдуеть: 


4 ео еее ен. (29) 


исключив затфиь изъ ураюненщ (214) и (217) хиффероящать 42, получииъ 
ъдифференшальное урьвнене: 


8 _ # к 
ое ВФ — в — вы", 


которое можеть быть обращено въ обыкновевиюе линейное дифферев- 


Ивльвое уравиене перваго порядка, всян едблаемъ сабдующую нодста- 
новку: 


Ра: 
=. О 


‘тогда будем нить 


пеар 
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Инвтегрируя это линейное хиффервящальное уравнеше по нзвфотному 
правилу, мы получныь сибдующий результаты 


оао ее а- а 
2 в 
(= 2 ( 1 оз" 
& "(1 +) * 
откуда получиь выражеве скорости о вь Фуциши угла 9 
э— за „,.... 08) 
и — т 
2(0 -#/ Рана] 
тв 
уж 
Подотавивь въ уравневе (217); 
Г ПоАОАНИВ (итьв) 


вифсто © вторую часть равенства (218) и интегрируя полученное дяф- 
ференщальное уравнеше, получкмъ зависимость между уломь ф и вре- 
кенвиъ. 

Координаты хи У могуть быть выражевы въ фунешяхь утла 9; дя 
этото надо взять равенства: 


Я 008, Фуа ра, 
ВЫразеть ВЪ нихъ с05ф и уп фунащямы оть т в 4# похлючить пря = 


мощи фермухы {217 6): 
зал 


ое... 1..8) 
= .. 09) 


= — За; ›- 2... 


затВиъ замфиить © второю чвсхью равенства (218} и полученныя дяффе- 
‘ренщальныя уравнева интегрировать. 
18. Оврежьлинть движееще тяжелой матерьяльной точки въ средь, 
оказывающей движеню сопротналеме постоянной величины Рид. 
Ранеще заключается въ формутахь предыдущей задачи, если въ нихь 
сАБлать р раввымь нулю и произвести указавных нитогрированя. 


— 144 — 


Позучимь: 
Ш жа 
= 


оо ие, жн 
те о (ЕЕЕНЕ), 


В а 
о На 


о ВЫ = 


Разсматривая эти уравиен!я, можно тбфдиться, что пре #>1 скорость. 
движущейся точки обращается въ нуль ВР той точн® тразнторйн, въ которой 


толь $ далается равнымъ я вооржнваты этой точки суть — Г, н— Ру 
х двяжущанох точка приходить туда въ момеать (— Г\). 
Если <, но не мене у, то сворость ве обращается въ нуль и двя- 


жущаяся точка направяяется въ безвонечность, приближааеь, зосимито- 
таческя, къ вертиважьной дин: х= Г, 


Кез СТ, о длижущанся точка напражвяется въ безвонечность, при- 


чешъ траэвторя, подобно парабоз\, не имЪетъ асенмитоты. 
М. Демоюене матеръяльной тяовелой зночки въ срефь, сопро- 
энивлее которой движению пропоршюнально квадрату скорости. 
Рыпене получается изъ фермуль задачи 12-й, есши сдфхать въ пихъ 
Е разаныъ нухю и я раванмь двумъ; такъ, формула (218) иаеть слВдую- 
щее выражене скорости въ фуньян угла 


у в)... (9) 


{тЖЬ 0, веть скорость въ иаивьилней точек тразнтори), 

Еремф того можно найти въ этомъ случа другой нервный антеграть, 
вырьжающ:й прожжизю скорости вв ось Х въ фунты длины дуги траэё- 
тори; въ самомь хёляф, изъ дафферевщальныхт уравнены: 


а . #8 
а 
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составим, уразанийе: 
Бубовела я — дрон 
дающее интеграл: ` 
зови... (099) 


ТВ $ есть ялина дуги тразкторя, считаемая оть самой высшей точки ея 
зъ сторону движения, | 

Исвлючивь скорооть © изъ интегразовь (221) н (292), получим» ©18> 
дующую завнонмость иежху дхкною дуги # я утломь ф (нии вотязиною 1): 
1, (— 


ро 


Эта завненмость моказываеть, что, ва сторонё позожительныхь дугь. 
5 касательная кх траэкторш приближвется къ паралнельности еъ осью 
Уст (потому что при з==00 вехичина д должна обратитьея вь нузь, а 
еифловательно 9 обращается тога къ ; на сторон отрицательныхь дугь. 
з касательная въ траэктори приближается хъ паразельности съ напра- 
вленемь, составаающимь съ осью Х. такой угохь Ф., который удовлетворяет. 
тракненио: 
= =) ма. 
> = (1 3) 2% 
Чтобы рьшить вопроеъ виози, издо еще интегрировать ураннаня 
{а 5), (219} и (990). | 
15. Составить уравнеме тразкторм, опыемваемой матаръялеьною 
точкою, критливаемою къ началу координать сьтдующею силою: 


Еыть". 
Дифферсниуальныя траввевя хвыжевя уъ этомь слуза$ суть 
. ; ? 
ри у’ ву. 


Тажь каръ снза нанравлена кь язчалу ноордиметь, то завонь нжуха- 
АЕ иметь иЪсто; поэтому одинъ изъ порвыхь ивтеграловь будеть: 


29, Е. ньньнн-. 8) 
на 
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Другой первый интеграх найдемь, китегрируя дифференндальное ура“ 
знензо: 


ау" ыв би’ +); 


Ъъ Уразненый (224) и (225) составим дифференциальное урёишен: 
уния 


и 


6 
Жетегрируя которое, похучамъ уравнене трактор: 
В [6 —00+Г))]. 
18. На мимерьяльную точку дъйствуеть сила: 
ть 
‘перяендикулярная къ раббусу вектору и стремящаяся узеличить 
эюль ©; составить уравнеще эпраэжтори, онисмадстой моторьлло 


ною очком. 
Въ эюиЪ случа дифференщажьных уравненя движеня бухутыь 


® " 
ар Уна. 

боставяиь хиференражиние урввнене: Го 
И 

НУ Ру! 


интегрируя ето, вохучимь: 
ЕО, атс (2), 


о —,.......:.... 86) 


Друзей питер и тавионйо тразннори водучатся нри помощи ирюма, 
звамннаю А. Н. Коркинымь и ириведеннаго эдсь въ шунит& З-мъ изра- 
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трафо 28; нримфинть этоть пИвмъ здфсь возможна потому, что сила удо- 
вяетворяеть условию (193): 


у—у хе (е, #);......... (88) 


_® именно, въ этой задач 


21+). 


ты 


Составныъ дифферанщальное ураваене: 


червый нитеграть ею будеть схёдующий: 


в 
ао р--о8 Оу 


"Выразииь производную отъ у но 2 въ повирныхь коорхинатахь; тогда 
равкене (227) можно представить подъ сяфдуюжщиит вихри 


@® _ _ 1 
7% Шо! 


Е: 
зи Е-р 0084 


—40, г=9— №0"; 


чнтегрируя это уравнене, нолучииь уравиеше тразкторйи: 


3 
Сева (рать 06") №...... (898) 


. Кь натерьяльной точяь приложено 0% сил: одна пер- 
зендыкулярна Кь радрусу вехтори, равна: 


вх 


т 
10* 
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5 снережитея увеличииь уюль 6, друзвя сила направлена къ началу, 
жоордынать, равна: 
4о\ 2. 
эм (а); 
опредълить демоюеще. 


Вь этожь случа одниъ изъ первыхь интегразовь мыфеть вядь (188) 
(см. нувкть 1-Й параграфа 28): 


Задача решается вполн® и уравнеше тразвгорш получается слёдую- 
щаго вида: 


пе (0-1),....... .. (280) 


тАЪ р и тезть постоаниыя велвчины, 
18. Кь матерьязльной точкю призожена сила: 
Вань, 


ябртемдикулярная къ радёусу векиюру % стремящаяся увеличить 
зполь 9, в друшя смла: 


вы), 


направленноя къ ночалу координать; опредзьлить движеще. 
Здфеь получается изтеграхь вида (130) (сы. пункть 2-й параграфа 28): 


—(#-с-+9е),......... (80) 


де= /. (ве. 


Задьча решается внотий и получается схАкующее уравиаше трарк- 


1 40 
ат, /. д: ©) 


14“ -— 


$ 38, Задачи, въ котерыхъ требуется эпредё лить етно- 
«ительное движен!е матерьяльной точкм по отношению 5ъ. 
иеизифиялемей средь, ниъющей данное двмжени; даны 
<илы, приложениыя къ матерьяльной точк®. 


Тавя задачи можно рымать двоявимъ путекь: 

1} Можно опредфлать абеохютное хвижен шатерьахьнй точвя, 
а затёжь перейти въ отаоеительному движению ея ло отношенно 
ВЪ ДАНВОЙ движущейся нонзивилелой срехф, кажъ указано въ 8 
42 кинематической части, 

2) Можно воставать дяфферонщальныя уравненя относитель- 
зато движеня матерьяльной точви но отношению къ данной не- 
эзирншемой средв; интегрируя эти дифферениальных уравнения, 
жолучинь рёмене задачи, 

Обратажъ влинано из решено такихь задать вторышь путемъ. 

Дифференщальныя уравнешя откоснтельнато движеня шз- 
теръальной точки по отношению въ данной движущейся нензиъняе- 
ой тредф получатся изъ равенетвъ (347) кинематической части, — 
«ТОВТЬ ЛЕШЬ ПОМНОЖАТЬ ТЕ арОства ка в и ЗажВЧЕТЬ произаеденшя: 


399 с08 ов (68), 19 сов (91), т сз (#2) 


троэкщяии ма оси Я, Г, Е: равнодёцствующей сххь, прихожен- 
ныхь къ изтерьяльной точь; величины отихъ проовтЕй. мы будеиъ 
<бооначать буззани: =, т, 2. 

Слёдонательно, обний вихъ дяффервнилажьвыхь уравненй отио- 
чительнаго движеши матерьзльной точен, подзерженаой ханнымъ 
сиззиь, но отвоненю къ немлибняемой средё движущейся дан- 
ыиъ образомь, будеть таковъ: 


т мм, соб.) мон — 


— трет" — 2 (14—53)... (833,1) 
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бин. ов (ых) — тени — 


— зато" — Эт (4-й. .. (283.5) 


= чин сов (и, тт т 
ве" — 2% (7—9)... (883, <} 


Для приифра рьшешя задачь вторыиъ путемъ возъшемъ слф- 
дующие вопроеъ. 

Првьёръ 20-8. Къ иатерьяльной чозкь праложема сиг, ва 
правленивя къ мачалу координьть изн по продолжению радууеь 
вектора; прежкщя этой сихы 13 06 а (прохолженще радтусь век- 
тора} выражается слёдующею фувкшею отъ и; 


Е=т (м), 


ТАКСА 601% Е пюстоанных величины. Начальный екорость. 
ватерьяльюй точки ванравивя въ плоекости ХУ; опредвлить. 
восательное ‘движене точка во отношению къ некзиьихленой 
сред, вращающейся съ постоянаою угзовою скоростью ® вокругъ 
положительной ок 2. 
Продволожянь, что ось 2 созвадаееь съ осью 2, точка Ю — СЪ 

началом кбординать, тотда дяфферевцильных уравнены отвосж- 
тельнато движеня точка йо отнотенйю въ влоежости ЗЕ буду: 


Е --ь-2ыу 
рае. 


Изь натъ составииь хифференщальныя уравнения: 
ИВ и), 


(оон 
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вервые интегралы которыхъ суть: 


ое А аН,........ (235 ъз) 


ТАБ Г, и Н суть произвольных постоаниныя, # — скорость от- 
ноеительнаго хрижени точки; ф — уголь, составзяемый радлусовь 
зектороиъ съ НОлОЖятельною 5Ю Е. 

Во второжъ интеграхь завфиикь и’ сушною: 


2_—. (9"\ а. 

= (+2) 
Полулья затёмь ТаКЪ, БАКЪ ВЪ ЗАДАЧАХЬ 9, 10а 1-Е 
прехыдущаго параграфа, _ получдиь. слвдующуе вторые инлеграхы: 


анны. а зав (286) 


ЗАбсь: 
—И ыЕан-= В) — ЕР. 


БТ» 2 ажые роилиаты получая к при ранены задача 
первыиь путь; къ саиошь дфдЬ, первые житеграчы абсоютнаго 
двяженя точки суть: 


а 
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а вторые втогралы: 


, 
ить точь 
т: 


ВУ ый, 


Ф==-ы, у ро 9, 
то оважется, что: 
Т.-=0, 25=2Рь--2Н, №=Е, 
А=Р, 4,=ТГ, — в. 

Произнедя къ дЬЯствительноети интегрированю, означенное въ 
фориухв (237), ны позучаиъ уразнейо тразвтор!и отноевтельваго 
давженыя; вадъ этой вривой можеть быть восьша, разнообразень въ 
Зазисифсти ОтЪ ЗЕББОНЬ ПОСТОЯННЫХЬ в ИА И ОТЪ величин произ- 
зольныхь постолиныхь Г), к #. Обратимъ внимвие на тв случаи, 


въ воторыхь эт кривая получаеть видь лотариомической спирали. 
Уравниве (237) получить виды › 


от не... 3... @ыв) 


ТАВ я — постоянвая `важичива, еслы при воякриь у инфеть исто 
«тВдующее равенетво: 


ый 2—2 яч (2: —=) 
что можеть быть только при сибхтющихь условяхъ: 
рать", КО? =- ира, == — Зах 
Чо ть: 


в в-а*, = — (мБ, Н=—( Рю; 
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первыя ДЕа УСЛОМЕ ПОКАЗЫВАТЬ, ЧТО ОТНОСЕТОЛЬНОВ ДВИЖЕШО ШО 
лотвриомической снарахя возможно тогда, когда сяна иропорщонвлу- 
вая разстомию > есть оттажвяван!8 отЪ начала коордивать, я сила 
обратно-пропоршональная вубу г есть притажан!е КЪ той же точЕф. 

Возьшежь теперь другой вряифрь, боле сложный. 

Прнифуь 21-й. Опредблять относительное движене (по отно- 
ен» въ 364%) натерьяльной тяжелой точки, брошеняой въ 
дАННОжЬ ифотв зекиой поверхности по мавому нибудь ихправленю 
х 6ъ хакою бы то на было скоростью; принять во внимавйе су- 
точное вращательное движене зешии вокругь ея осн и годовое 
движеше центра ед вокругь солнца. 

Примежь 38 точку Ж) (черт. 16) ту точку земной поверх- 
ности, изъ которой брошена натерьяльная точка; нохожительную 
ось проведешь по продолжению веннаго радуса В (провекениаго 
изъ центра земли С’ въ точку №); оь Я проведешь во пересв- 
ченио плосвостя горизонта точки И) съ пкосвостью меридуана, этой 
точки к ПОЛОЖиТельную часть этой овя направииь къ югу; обь 
Х будоть касатежьнию къ параллеля точна К) и похожительная 
засть ед будеть направлена къ звпаду горизонта точки Ю. 

Угловая скорость = зещуи иаправхена наралиеньно радуеу, 
идущену изъ дентра С золы къ южиону нолщеу ея 5; всли вро- 
вести угловую скорость черенъ точку Ж), то окажется, что она 
будеть заключаться въ плоскоети Е и будеть гоставзать съ поло- 
жительною осью Я утохь ^, & съ положительной овыю @ уголь 


(+), тдё Х воть. обверища широте точки К); поэтову проэкиуе 
утлювой скорости на оси Я, Х, # нибюгь слфдуюния величины: 


р=е 05, 4—0, г-= — эх; 
заличина же угжовой скорости. вращеншя нат равна: 
===0,0000739 рен. 
Скороеть роитра С ная павравлена по правую руку ваблю- 
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датеня, стоящаго погаии въ С, головою по направлен къ с%- 
ворноиу полюбу № вошли, и смотращаго на солнце; ускореже 
точки С каправлево къ сожищу и равно: 

с ... 638) 
тд М есть изоса солнца, а Р—-радусь вокторъ, проведенный 
наъ центра солнца въ центру эвили. 

Скорость точки ДЮ некзивняеной среды, нензифняо связанной 
съ вемлею, есть геожетричеекая суммь изъ скорости точкя Си 
изъ вращдтельной скорости точна Ж) вокругь жгновениой оея, 
прозедеямой черевь точку С. 

Ускореше точки №Ю воть геощетрическая сущиз, составленная 
изъ усворешя точки С’ (направленааго къ солнцу, т.е, противо- 
положно изпуавленю ралуев векторы В) и изъ цритро-стреми- 
тельнаго ускорешя точки Ю), ваправленнато но С, къ девтру 
С, (черт. 16 и 17) параллели точки Ю и равнаго «*ИсозА; 
цоотову проовци на ссд координать 2, т, Я уокорен зо» точки ^ 
Ю тежзивияемой среды равны: 


есь) = — "И ера) — «' ВовдашА 
в ков (ит) = — р) 


же — "Ва (8) Вон. 


Скорость (р, чу» (2), съ которою брошена матерьяльная точка 
э', воть скорость относятельюая во отношению къ средь; абсолютная 
2е начальная скорость точки в воть геошетрическая суниа изъ выше- 
ЧВАЗАВНОЙ БАЧАДЬНОЙ ОБОИ Ао (ор, С) и ИТ окорости точиа 20. 

Абеожтнов ускорена патерьяльной точки вообщаетел ей равио- 
ААбстаующев изъ притещеыя ‘эм скъ жентру зслли: 


Мъ 
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{дв М — набев уензи) и въ снлы притяжения въ пемтру сохнца, 


ГА ФР; веть длина радгуса вектора, проведенмаго изъ центра, 
солнца КЪ положен, занниземому тОЧЕОЮ 3. 

На освовани вето сказанааго, уравнены (233) въ иветоя- 
щемъ случаБ будуть имёть, по сокращения на зн, слФдующий видъ: 


ИМЕ НЫ, — ева... +. (040, =) 

Я... 06,5) 

ОВЕН веде. 40) 
здёеь введены сахуюнщыя обозначеня: 


Р-Н), хех (СН Ю вол 


— (3 св (Р.)\ 
Вы И 


5— ео_ сз (Р; <), 


вв (9 В _ 02) 


Начальное воложене иотерьзльной точки предполатаетсх въ 
точкВ Ю, воотону: 
&5=0, щ=0, и=0. 
Чин бь бы бу буть ирони во обв 5, Т, & геометрической 


разлости между ускоренииюи, сообщяениии иритяженену солия иа- 
терьязьной точк® и центру звили; ст разности предетежаявигь собою 
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окорены весьмь ножи сравнительно еъ ускореноиь силы тажести, 
зъ чежь можемь убфдятья на основали сиЪкующего разечета. 
г; Пожюжвиь, что патерьзльная точка находится бзизъ той 
части поверхности земли, которая обращена въ солнцу, я что 
Зожн6 НАХОДИТСЯ вЪ зевитЬ, такъ что дентрь зевли, иатерьяль- 
изя точка и цевтрь солнца находятся на одной пражой кин; 
тогда члены 5 будуть имфть сябкуюноя значе: 


1 1 
8—0, 50, бы (дя). 
Выразнвъ ‹ вЪ ускоренм силы тяжести на поверхности зенхи 
«фориула 205 из) к разложивь первую дробь, заключающуюс 
зъ большихь свобвахь выражения 5», БЪ радь, получияь: 


&,= ваз (( (») + . ). 


Известно, что иама совнца эъ 354020 разъ боже маевы 
зевли, 916 ‘средтй радуеъ зоили равемь 859,5 геотрафическимь 
ивланъ н что среднее разстоаые оть зешни до солнца равно 
20680000 геотрафичеевихь миль: подетавиюь эти цифры въ 
зыражене 5», получнжь: 


= = метр _. 
Б,=у-0,000000051 —0,00000049 мет. 


Сифдовательно, $}, составадеть ноловину десятиинижшонной доля 
овореня силы тяжести; если иатерьяльния точка будеть. свободно 
медать виродолжени 100 секундь, то зовбдетые уокореня д она 
‘теадеть на глубану 49000 ‘жетроръ, ускорене же 55 уменьшать 
этоть путь на 2,45 ижяхинетра, то есть ва назЬ етомихяЮЩныхь 
долей вевго пути. 

ели же точка будеть брещена евизу вверхъ со скоростью 
980 ивтровь въ. соктнху, то овь вернемя иолждкь Во вуени 
200 сакуидь, ускорвне хе 0; ‘замедлить ‘возвраниыйе: я Ны мех. 
‘Новую. долю секунды. 
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При тьхь средетвахь наблюденй, которыя нашъ извфетиы, 
ны пожежь изыфрать большя длины съ точностью одной двухесть 
тысячной доли изифуаемой длины, а врешя можевъ изифрять съ 
точностью до одной миллюниой холи промежутка врежени; потому 
обнаружить существоване уекоренй 6,, 5, 6, ин не можемъ, 

Съ другой стороны заифтимь, что прохолжительноеть полета 
брошениаго тёл& не достигаеть и ста векундь хаже при сачыхь 
большихь скоробтяхь, который ми можемъ сообщить бросаежощу 
тёлу; вохёдетие воего сказаввато, мы вправё пренебречь членами 
5, 8» 5». 

Тотда уравненя (240) получають такой видъ, что`интегри- 
руютея безь затрулневй; для того, чтобы убёдиться въ этожъ, 
стоить лишь, при поеродеть® иижосяфдующихь фориуль, ввести 
абеозютных Боордянаты 2, у, # вифето отвоснтельныхь Ё, 1, с: 


1— (2 603 5 — узш ой зп А — 2608 ^ 
== «ГУ 608% 
< В=(а своё — узтой) сов Рав А; 
тогда, вифото уравнеший (246), бдеть зийть энфдуюиия: ° 


ый 


в в 
о та, 


р 
= —9 
интегрирован! воторыхь произведенжь ко празихажь, указанивтеъ. 
зь 8 27. 

Во такь важь относительное уаижене ивтерьзльюй точки 
хозжно. прекратиться векорф посев зачажа его, воявдстве паденая. 
0я на веншю, то. нашь достаточно будеть нить таыя выражаии 
для координать т, С, которыя выражалы бы собтояне двпже- 
а. зочкя въ. первыя иниуты востВ ото жазаха; для отего мы 
зоспольяуемся способомь нитогрировайя покощию рядонъ, ухаан- 
ВыкЪ ВФ начал ивраграфа 18-го. 

Тррижфизи здёсь ототь стособь, мы получииь выражены для 
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$ 1, Свь вОДБ рядов, раскозожевныхь шо возрастьющимь сто- 
женямъ времени &: 


НН + НА @И, з) 
О ВВАВВ @и, 5) 
аа ь Че" тез 4.44... @, с) 


Выражения для &”, 0”, 5’ получинь изъ уравнешй (240), 
НОДСТАВИВЪ Во вторыя части ихъ начальных ведичины коордниатъ 
и скоростей; получимъ: 

В’ Ва? СОВА ВШ А Эд вв А 
Е Яурь 
"= Ва 6092 — Зи сова, 


Прежде, чиъ идти дахЁе, мы измфнямъ положено оеей ко- 
ординать Е и Я такниь образоиъ, чтобы въ выражено новой 5" 
20 ВХОДИХЬ ЧЛОНЪ, ЗАБЛЮЧАЮЩЙ К. 

Обратвиъ внижаше на величивы: 

Че? оовазшь, Вы" 008 — 0; 
8% предстазаяють проэкити на оси & и & геошетрической суммы 
двтхь ускоренй: ускорешы у (черт. 18 лавы ЮХК), ваправхен- 
вАго кЪ центру С земли, к увкорешя Ко? со), ваправленнаг 
зо хродоижоцю раде С.Ю паральнн зочин №. Величия Е 
заправленю  гоомотрической сушкы ЮР этахь хвухь усворенй 
ЮК и ЮЦ ны ускозишея обозначать буввою (% и тавъ: 


ВИ — пов Нео А,..... (8 
свв( 6) = Вы’совАвшА, бео(6)— — 9 -- Вытсов”» (249 5) 
‚. Возыяень за обь З (за повую ось ®} нанравхеше кротаво- 
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нозожное ускоренно Си за 05ь & (за новую ось #) — ваправяе- 
ве пернендикулярное въ ося 3 я идущео въ югу еть точки Ю; 
тогда очевидно преовшя (7 на ось & бужеть нузь. 


Назовемь черезь Л уголь, составааемый осью 3 съ оввато» 
рошъ; очевидно: 


А=^- (3,8); 


БООрхЕНАТЫ ТОЧЕН ОТНОСЕГОЛЬНО 068 № и $ условомен обозначать 
буквами хи }. 
Коордизаты пентра з0мли С по отзошеню къ новымъ осямъ 
будуть ствдующя: 
— Ваша, — Вебва, 


ТВ а есть уголь, составляемый охин Зи @ между 00б0ю. 
При осяхъ координать &, т, 3, дифференщальныя уравнения от- 
косительнаго движен!я тажелой течки будуть ямёть сиЗдующеЕ ведъ: 


Выше) (48 — В) вал... (943, а) 
пр-д, о оеннненье (943, 5) 


= О-В ева) +68 — обв ... (43, &) 
тв: 
"р Ва" 6-Е ево). 


8==(5- Ева мил-- 6 Вова) ов А. 
Изь эгь уравнон схёдуеть: 
= —ЯъоаА 
зо’ + бол ов А)е |... -.: 2 
х'=— 2ъьвлА— 6 
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нозюшу то: 


—=В сов», & = 5 чт АЕ е60л, 
— узта- а! 605) ва А =6'608(64)=0 
— 9 сова В 08% 08 А == 08 (@3)=— 6. 


Дркфе, сставивь третьи производныя к подотавивъ въ итъ 
зыраженя качальных координаты ий скорости, получив: 


д о вто об — Эн) вл 
= еь 28) = 


х=— + 39 р сова- (98 —Э%) 608; 
сюда надо подетазять: 
. ро ==’ аира- Еф «060 вв — чи’ -=—— В, 
ею + 2% =— Зв — 2616084; 
тогда оБАЖетоя, что: 
Г Зыму ша 9-39 ато | 
д- Зы --9 объе А ..... 5) 
к" = — 3 сов А. + 391 сов в | 


Четвертыя пронззохных воординать выраждютсн силующимь 0б- 
разомъ: 


у ВЕРЕ Выше) ИИ"). 


#' — 2) ош л;.... 
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Чтобы составать выражевя начольныхь зваченй прошаводныхь чет- 
вертаго порядка, составимь спачала, при помощи прехыдущихь формузь, 
выраженя сабхующихь зеличины 
= — Зы — 8-35 ео 608% 
940" — Эр" = 4о?щь +2 бо + З@и вз А. 
що” -- 28" = — 4978" — 21 +6 08». 
Посль нфкоторыхь преобразовывЯ найденъ: 
х=36 (о7вйтА созл — Фи 20а) + 
+4 (++) эъ ША — 6 ото ЗИ а 08 + 
+3 (бы — Бот а-3 (Зы. (948,2) 
и — 4 (+) 56 бир оба Флор - (248, Ъ) 
®— — Ед 
Ю =за(ы 09 А — 00а) + @+ 
(9 +) г03А— 6 Зель спва’с08А-- 
+8 2 (5—Бы у) сова Зы)... -. 646, 
х==\ь 05а — ф Зта. 
Призавъ во вниманю разенствах 
Февза == 9— Ва? е03*), бзта- Вы’ вт» — 


@ 08 А==(9-— Ва} сов», @зВА-дзв», 
нюжень зоросгить выражене первато члевь второй части равенства (246, 2); 
® имезно мы вайдемъ, что онъ равен 
— 35 Вы зи? ео». 
и 
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Соетавниь ряды для слдующихь случаев: 
А) Малерьяльная точка пущена свободно, безъ начальной от- 
восительной вкороети, то веть; 


во, че 0, =; 
тогда зыражены для координать букуть слфиующуя: 


5—2 В Свт сова А .. (288, а) 
ая — бб... (218,5) 
= 656 (бое Яой) 5+. ... (248, <) 


Второе вырожене показываеть, что точза увхоняетед въ отря- 
цательную сторешу осн Х (то есть БЪ востоку) оть плоскоети 
меридана точки Ю; зеличина этого отклонешя пропорщональна 
косинус истинной широты А точки Ю. 

Взявъ 9'-9,8 единнць ускореям, Л ракнимь 51° и = 5,687 
евунды, получякъ приблизихольно: 


}=158,5 метра, ч=— 27,56 миллиметра; 


то воть, при падешя хочвы съ высоты 158,5 метров подъ шя- 
ретою въ 51° (бвверной широты), отклоненю кЪ зоетоку полу- 
чается въ 27 съ половввою ниллинотровь; по онытаиъ, произ- 
зеденнымь Рейхошь въ Фрейбургв (находящимся подъ широтою 
51 градуеа) оказалось, что пря надеши съ отой высоты нолучаетси 
отвдонеще въ 28,3 инллиметра къ востоку; крежё того, при тъхЪ 
же онытахь, наблюдалось еще ивёвоторое откхонеше въ вгу. 
Фориула (248, 8) даеть, вапротквъ, откзонене къ сфверу 
х нритомь’ созерненно Кичтожноз: Дия {==6 совундашь, вону- 
затея 8 вазаюиныхь долей мизлимотра; поетому можно сказать, 
что, по форнулажь (248), движеше падающей точки совершается 


приблизительно въ плоскости Зу. 
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При #==6 сокувдамъ, эторой члень рядё (248, 6) предетв- 
зляеть длину въ 2,6 милляиотра; если пренебречь этижъ чхеномь, 
в тавже вебии членами, завлючающими стеленя # выше 3-Й, то 
движеве свободно падающей точви выразится так: 


#=0, == —бы5 со А, =—9й; 


8 траэвторя окажется полувубичесвою параболою, завлючающеюся 
въ плобкоети Зу. 
В) Если пачальная относительная скорость направлена по оси 

8, то есть, ебли точпа брошена, вертикально снизу вверхъ, то выра- 
женя относительныхь координзть будуть нифть савдующий водъ: 

= 2 $» Вы’ чи? с08 1, 

ч= („- [2 #) Рос А, 

ы в. 
абв (ел ооо), 


эелн пренебречь членашя, ззключающиши четвертыя и высия оте- 
пени времени. 
Чтобы соетавить соб хотя приблизительное понят!е 0 вид» 
этого движены, прелебрежень членами, заплючающиии золичины: 
Во’, 5", в 
ТогдВ ПОДуЧНИЪ: 
} 
5=0, оля] 
=ы#-—0% } 
Изъ отихь впражеши видно, что въ тоть моженть &, въ 


воторый точпа доетигаеть нвибольней высоты, опа будеть отЕло- 
зева КЪ западу отъ зертвкальной пзоевости на длину: 


и* 
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въ иовевть &=2$ точна вернется на 065 Г и будоть откхонена, 
оть точки Ю БЬ западу ва длину: 


л= зы 6508 Ау. 


Вея та чветь относительной траэктори, воторая пробфеветсх 
точкою въ течеше прошежутва времени оть #=0 до ==, на- 
ходитея въ квадравтВ положительныхь осей Ти 8. 

$. Чтобы составить еб$ приблизительное понятие о вах дви- 
женя иворьязьной точки, брошенной съ начальною скоростью мо 
чодъ углом а БЪ иетинному горизонту точкн Ю и вЪ верти- 
кальной илоености, составляющей завмуть В съ плоскостью мери- 
дана, ин пренебреженъ членнии, заключающиих величявы: 


2. ‚3 
Фе, от, 0, Е 


и вевик членами висшаго порядка излоети; тегха получимъ схв- 
хующ!я выражения: 


=» тРозшА 


Почта + 608 д) Рь—@5 30608 А 
= мова — 6% 
= 0066088, диз, совав В, у = щзта. 


Сравнаъ отя выраженя съ тфин, которыя позучились бы вр. 
вепохвожаоти земхи (пря «-=0) и при дВ@ствти на точву угко- 
реня @, направионнате по отрицательной оси 3, мы увидвиъ 

что вращеше земзи оказызаеть сафдующее вилне на подетъ бро- 
шевнаго тяжезаго тфла. 

’а) Дважеше параллельно оси 3 совершвется не съ ускоревежъ 
С, во съ ускорешень 


б- 2щ с03 А. соза В, 
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добавочный членъ котораго пропорщонажень косинусу истинной ша- 
роты А и еннусу азимут В; поэтому, при одной и той же сноростя жо 
и при тоиъ же урл =, брошенное тёло подиниется на ббльшую вы- 
<0т7 пря восточножь азижутв (3<0), чёмъ при западвомъ (3>0). 
Ъ) Тразктомя не заключаетея ВЪ вертикальной плоеноети: 


Че 


вакъ было бы при непохвижвости земзи, но имфеть видъ витой кри- 
вой лия; если предотавять се6Ъ подвижную вертикальную плоевоеть, 
заключающую въ 026 двяжущуюся точку, то законъ изивненя ззи- 
жута В этой плоскости выразитея слёдующею формулон: 


Ре # 
ыРЫЫВА (— 63) 


а ад: (9 
1 Фьвы АЯ ди они д #2 608... (251) 


шв= 


Изь этой формулы видно, что броевное тЬло оталоняется, на 
«Вверномъ нолутар и, вправо оть первоначальнаго запразженя; въ 
саможъ дВлВ второй членъ суммы (251) сохранаеть положительную 

: Змзта 
велючану въ течеши времеки оть #—0 до #—=— аб; поэтому: 


В>(--агов зв д). 


Если Ухо брошено горизонтально, и начажьная скороеть его 
иастозьво велика, чт0 можно пренебрещь зторымъ членожь суниы 
(251), то хогла: 

(В —Э-ь3тА; 


то есть уголь (В— В) возрастаеть пропорщожально врежени и 
винусу широты Л, я пратомъ ото отЕзоневе не заенсить от» 
первоначальнаю азимута В. 
в} Можно воазать, что вращене звмли увехичизаоть дальность 
золота при западновь ззичут В и уменьшаеть при восточноиъ. 
Варажени (250) шотуть быть получены также при помощи 
чЕбяуощихь дВйств. 
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Превобрекень въ дифференуельныхь уразнешахь движена 
(243) членаши: 


о о, 


я, заифнивь с черезь И, пренебрежень откотенлия: 


тогдв получинь дифференщальных уравненя слёдующаго вида: 
"= — Вот А | 
п 2 в А $ 608) о 
= — 2068 л —@ 
Первые интегралы этихь уравнен;й будуть: 
У — 2ьвШ А 
= -- (за А-- $08 А) 
У=Ь — ес А — @6 
они давуЪ нань выражеыя проэкшйЙ скорости въ функшяхь вре- 


мени х воординать; подетавивъ эти выражена въ уравненая (252) 
и отбрасивъ члены, содержащие: 


Фр а 9% 
бухемь нибть лифферейщажьныя равен: 
х' = Эр ВА 
па Ш А-- р 608 А) о — без А. 
{= — Зов в0зл— в; 


двукратное янтегрироване” отихь уравлешй приредеть им ЕЪ 
зыраженяиь (250). 
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$ 31. Ноложешя равновё@я свободной матерьяльной 
точки. Условя устойчивости. 

Свободвая изтерьязьвая точва, похверженлья хВйстеЮ какихь 
ибо силь, можеть оставаться въ поков въ тёхъ точвахъ про- 
страяства, въ которытъ свлы, приложенных къ покоящейся т0чЕ$, 
вазижно уравновфшиваются; тави подожен!я матерьяльной точки 
называются положенаями равновсая ея. 

Напрнифрь, иматеръальная точвь, подверженаая притяженю, 
завравлевиому къ ненодважному центру Си прамопропорщовально- 
иу разстояню оть С, будеть ииёть позожене равноввоя въ этом 
Бентув С. 

Тоть же центръ будоть положенень равновфея даже и тогда, 
погда, кромВ притажевы къ нему, на точву будеть дайствоваль 
сопротивлеше среды, пропорщюнальное первой степени скореетн; 
въ самомъ даль, вели митерьяльная точка будеть помфшена въ 
центрь С безъ начальной скорости, то 008 силы будуть равны 
пулю, и метерьяльная точва останетея въ воков. 

Тоть же центръ будеть положешемь равнов% са и въ тоиъ слу- 
ча, ногда, вифето притяженя, на точку дЪйствуеть сила оттахеи- 
вающах ве отъ центра и пропоршюнальная разетояыю оть пего. 

Матерьяльная точка, помфщенная въ воложещы ронвовфеы 
безъ начальной скорости, будеть оставаться въ Шок до тВХЪ 
пор, пона хакал либо посторонняя сила изи причина не вы- 
ведеть го изъ этого положеши. 

Позожимъ, что дВйстаежь нёвоторой врежевной причины, из- 
терьяльнаи точка будеть отклопеша изь положешя раввонвйя М, 
въ одну изъ близлежащихь точекъ пространства и будеть выву- 
щена изъ етой точни № съ наЧалЛЬьНоЮ скоростью ву; 10628 этого, 
кыйстве врененкой причины пренращдется, и натерьяльной точк& 
`прехоставизется совершеть доижеве подъ вмящекь тёхь сихъ, 
воторых взанико уразнонфшизаются въ точк8 М,, но не уравио- 
яФмиваются въ блнеложащихь частяхь пространства. 

Явижоно это можеть быть разачнато варавтера, смотра по 
расположению сить въ сосфлетьв съ точкою М,, ежотри по валичиив, 
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и воправаеню пачащьнаго отвлоненя М,МЬ и смотря по веля- 
чянь и нзоравленю начальной скорости 9. 

При нкоторыхь снлахъ натерьяльная точка совершаеть движе- 
не, не выходя изъ нредёловь изкотораго объема, овружающаго 
точку М; прятомь разыфры отого объеив тызеъ мене, чфмЪ мене 
отвлонене М.М, и скорость ю, а ебли пост®лнй (то воть ЛЕ, М, 
и 00) безконечно-малы, то движене совершаотся въ безковечно- 
тасвыхь предфлахь оБоло положення равновван М. 

Желя движев!е имфеть тавой характер при весьха малыхь 
изЗальныхь отЕхОНеНыхь 00 воовозможныхь направленямь изъ 
положения равноввоя и пря воевозхожныхь направлешихь весьма 
назыхь начальныхь скоростей, то положен равновв ея называють 
устойчивымь, 

- бри другихь же силахъ матерьяльная точка въ своежь дви- 
женя вее боле и 604%е удаляется оть похожещя равновзета, даже 
вехвастые самыхь незначительныхь начальных отклонен! и ско- 
ростей; такое положене разноввия назызають неустойчивым. 

Напряиврь, центрь С’ есть положен!е устойчиваго раковая 
ивтерьальной точки, притягизаеной къ нему силою, нропорцювальною 
разетоявию: нотону что матерьяльная точка, по отелонени ея на раз- 
стояне канечной величины отЪ центра С’ и по сообщети ей назаль- 
ной скорости вокечной велячины, будеть совертать движек! вокруг 
С по элзшпеу конечныхь разибровь (си. прижврь 5 на стр. 82). 

Напротивъ, тотъ же цевтръ будеть положещемь веустойчиваго 
равнонвея, если онъ отталкнваеть отъ себя натерьязьную точку си- 
лою, пропорщювальною разстоано; потону что движущаяся точка 
уходить въ безковечность даже велфдетые одинхь невначительныхь 
отклонений изъ центра С, кавъ это видно изъ слёдующихь форнухь: 


ем), ны), 


пра составлены которыхь предпохагалозь, что центрь О’ ввятЪ 
за яачаю коорджяать, Е что начажьнал окораеть равна нулю; 
#2 этяхъ форнухь иидно, 410, даже ври весьна малыхь начадь- 
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выхъ отклоненыхь 2, у», координаты 2 и у получають 6е3- 
возечно большия значеня пря Ё=о, 

Устойчивость равноввоя матерьяльной точки въ цевтрв О, 
призягизающень ее силою, пропорщювальном резстоявию, прояв- 
ляется довольно нагладно въ средь, оказызающей движенн из- 
теръяльной точки вопротизлене, пропортонахьнее скороств; тогда, 
движущалея точка будеть постепенно прибликатьсн къ притяти- 
зающему центру, описывая вокругь вего спираль, вое боле и 
бо24е съужизающуюея (см. стр. 88, черт. 6}. 

Положешя равноввая валерьяльной точен, на которую дёй- 
ствують силы, ижзюауя потениаль 0, суть вов ть точвн про- 
страветва, воордияаты воторыхъ удовлетворяють тренъ уравневнит: 


95 95 аи реа 
Е (253) 


это могуть быть: яли изолированный точен, идя сплошных зиит, 
поверхности и объены, наприхёръ: 

Прижфрь 22. Оклы, приложенныя ЕЪ иаторьяльной точкВ, 
чуть: ожлы притяжена, проиорщональныя разотояьаиь, кЪ двум 
центрамъ, находящянся на оси Х въ точках (21 ==0) и (2,==-— 4), 
в свнла, наранлельная положительной сви Д и ироворвюназьная 
квадрату разстоявя матерьяльной точки отъ пюекости ХУ; ведж- 
зины этихъ трехъ силь -— схвдующуа: 


бк, №, 


ТДВ 7: и г, озвачають разстолая иаторъазьной точки оть пратаги- 
вавицихь цевтровъ. 
Вь этонъ случаВ потенщальная функ будеть: 


НВ (вау) — 5 (ачаучут 7). 


Уравнентя (253) будуть схфяукищато видв: 


— Зы =0, —Эру=О, мл — За 0: 
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изъ нахъ находимъ, что раввонёфе сить возиожно въ двухъ 
точкахь проотраетва: 
1) #=0, у=0, 2=0; 
Ри 
2) 2=0, у=0, е=5:° 
Приифръ 23. Притяженя тф же, вавъ и въ предыдущемь 
принр®, во вифсто визы, параллельной оби 2, двйствуеть сила, 


отталвивающах иалерьяльную точку оть и Х пропорщюнважьно 
вавдрату разетояня точви отъ этой оси; величина этой сизы: 


ЖУ-2). 
Потевальная функщя здфеь будеть слёдующья: 
Пиф Вт 
приравняюь нулю нервыя проязводныя ея, получииь уравнены: 


— 22=0, (РУ + #—2м)у 0, (гу += 2?) 0, 


изъ воторыхь елфдуеть, что положения равновёыя суть: 
$) начало координаты 2=0, у-=0, 2=0, 
2) каждая изъ точекъ круга: 


о, уе 
Прижврь 24. При ХЁЙотын сить, нибющихь нотенщахь: 
в 2 
б=И+в) 


ноложешя раваовфея матерьяльной точки суть ве точки нонерх- 
ности вферы, чифющей радтуеъ ^. 

Въ каждой тавой точкв пространетва, координаты которей 
удовлетворять тремь уравненижь (253), равноввае будеть устой- 
чивымь или ноустойчивыиь, сиотря нотошу, нифеть жи потоншазь- 
вах функция О’ въ этой точкВ макениушь, ихи иянимумъ. 
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Пусть М, воть одна изъ точекъ равноввия, 0, — численное 
звачене, получаемое потенщальною функщею въ этой точе®; 2, 
у» &-— координаты этой точки, удовлотворающия трем уравне- 
явъ (253). 

Въ точ М (а, 8, у.Ёау, г. 82), безконечно-близкой 
къ 1045$ М, потеншальная функщя имфеть слвдующее численное 
звачено: 


О.в; 
#0 ФИ СЫН 2, 
вая о Ея (692 дуба + 


Ч ро а; 
тдВ во вторыя производныя должны быть водотавлены координаты 
тезки М.. 

Функция И пибеть макояжущь въ точвф М, если 87 ииветь 
отрипательныя величины при веякихъ злавахь безконечно-назыхь 
величинь 82, $, && в при ВоявиХЪ отношешяхь иежду ниши; 
дакъ извфотно, ото можеть быть только тогла, когда вторыа 


производныя удовлетворяють условямъ: 

би, бб. 0,0 } 
ча ы Е у и — 1254) 

ыыы „ро 


{ЗАБеь вторыя производных обозаачены для сокращеня объема 
формуть особыми сижволами; такъ 


Са. 


Если уелоыя (254) удовлетворены, то, въ непосредетвеняоиз 
сосфдотв® съ точкою М,, поверхностя уравня нкЪЮТЪ видъ элляеои- 
довъ съ безковечно-шальши осящи, зибющихь цеятры въ точкз №; 
парамотрь такой новерхвести уровня есть: 0,— #*; а уравнене 64: 


#=о,-+ бу Пий? Ору: 0 „А-В уу; (255) 


# веть весьма малал поетолнная, нибющая ти большую величину, 
чвжь поверхность уровня далёе отЪ точка М, 

Положижь, что натерьальная точка отклонена изъ подожешя 
равновёся М, въ весьма бяизкую въ нему точку М, Е зд 
Фй сообщена весьма налая начальная скорость о; пусть: 


р 


есть парашетрь той поверхности уровня, ны которой находитея 
очка М. 

Дважене, совершаемое матерьяльною т0ч50ю, должно удо- 
влетворять завону живой вилы: 


та? 


(0, №, 


ив: 


веы и; 


изъ этого уравнены видно, что точка не ножеть выйти внаружу 
той поверхноети уровня, дая которой 


ея, 


потоиу зто живыя ска не можеть быть отрицатежьною; нозтошу 
точ М» въ которой потеншальная функ имфоть жаксимужъ, 
обть положеще уетойчаваго равноввей. 

Такъ, въ прихврахъ 22-мъ и 33-щь начало коорданать воть 
положен устойчиваго равновзоя. 
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ГЛАВА [\. 


Механика несвободной матерьяльной точки. 


$ 32. Матерьяльнья точка несвободна, если существують пре- 
трады, не позволаюнуа ей нить какую угодно скорость по какону 
Угодао направлению изъ той точки проетранстаа, БЪ которой ова 
находится, 

Веякя преграды могуть быть разематриваемы: одни — какъ 
поверхности тфлъ непроняцаемыхь матерьяльною точвою, друмя — 
ЕаЕЪ поверхности, удержизаюня на себ точку. 

Каждая преграда перваго рода не позволлеть матерьяльной 
точЕф, находящейся на преграждающей поверхности, сойти съ 
ея въ сторону пепроницаенато тваз, дйствительнато или во- 
ображаенаго, ограниченнаго это поверхностью; точва зожетъ двя- 
таться вдоль по поверхности изя сойтв съ вея въ свободную сто- 
рону; поэтому такая преграда называется иовертностью, че удер- 
эживанищею матерьяльной точки. 

Наприифръ, натерьяльная точка, приврюлениая къ однону 
концу гибкой, нерастяжиной в ненюёющей жаесы нити, другов 
воНеть воторой прикрёилевь въ назаль координат, иметь нре- 
традою понерхноеть сферы, радусъ которой равенъ дани нити, 
а цевтръ находится въ начаз воординать. Нова нить ненатявута, — 
эзтеръяльная точка находится ввутри сферы, тд она совершенно 
свободна; если же нить ватязута, то точка, находлсь на поверх 
зости сферы, можеть ныфть двяжене вдозь по еферб изи внутрь 
32; внаружу же сферы ея двяжене преграждено нерастяжяжостью 
дитя. Эта сферь есть очевидао новерхноеть, ве удерживающая 
точ] отъ перемёщен, ваправжевныхь ввутрь ва. 

Каждаи преграда вторато родв во позволяет натерьальной 
точкф сойти съ нВкоторей воверхвости, нн въ ту, ви вЪ другую 
Чорену в1, такъ что точка ножеть двигаться тоЖьво вдоль по 
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поверхноети; тавую преграду называють поверхностью, удержи- 
вающею на себъ матерьяльную точку. 

ОПрижброжь такой поверхности кожеть служать поверхность сфе- 
ры, на которой должба оставаться натерьяльная точка, приврфилен- 
ная къ одному вояцу безконечно-тоикаго, вполь® твердего стержня, 
друтой конещь котораго поотоявио находитея въ вачал коорди- 
нать, предполагается, что стержень можеть совершать какое бы то 
ни было вращательное двожене вокрутгЪ этой неподвижной точки. 


$ 83. Ограничене своболы движеня точки поверх- 
ностью, удерживающею ее из себЪ. 

Координаты натерьяльной точки холжиы постоянно удовле- 
чворять уравненю поверхкоетя, удерживающей ее на себ. 

ели эта поверхность неподвижна, то уравнея!е ея завлючаеть 
въ 268 координаты и постоянные параметры. 

ля же поверхность движется илн вожфняеть еъ течемень 
времени свой видъ или разиёры, то уравневе ея будеть заплю- 
чать; координаты, поетознные паранетры и вреня #, 

Наприиврь, поверхность сферы, цеятрь которой движется 
равяомфрно во скоростью К по оби Х, а рамусь возрастаеть 
Завпожврно со скоростью 4, выразатся сябдующимь уравненежь: 

(фи я {+49 0. 

ТАВ х есть абщиесь центра, & В — ведичива рад/уеа, въ комент 
—0. 

Ели хатерьяльтая точка движетен по поверхноети, выражае- 
жой уравнемень: 


Иа чья, О, олненьть (56) 


то спорость ея должиа удозлетворать олёдующему уравяеню; 


. (257) 


9, И, и и 
та Ноу а Ты ТО, .- 
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Боторое можно предетавять подъ тавинъ видонъ: 
, 4 
АГ. ос (0.М) Н=0,..... ...: (258} 


тдВ № воть напразлене положительной поржали, возсгановловной 
Еъ поверхноети (256) изъ той точки ея, въ которой движущался 
натерьяльная точка находитея въ моменть #, косинуеы угловъ, соета- 
вляечыхь этою нориалью съ осями координать, выражаются тавъ: 


вом, ху =, 


«оз (№,У)= у 1 ря ПА (259) 


= у и +6 


Уравиене (258) выражлеть, что проэкщя скорости о на иа- 
правлеше положительной нориажн должна инёть волачяну: 

— 

Прова скороети ва касательную плоскость кЪ новерхноета 
иожеть быть какая угодно. | 

Частная производная отЪ {по # равна вухю, есём поверг 
ность чеподеиоюна; тогда ‘уравнене (258) будегь выражать, что 
скорость должна заключаться ва касательной плоскости, чтб 
пояатяо н саио собою. 

Если поверхность, ве изыфняя зи евоего видь, жи разибровъ, 
жифоть какое либо движене, то можно продставять веб%, что ока 
принадлежить явкоторой движущейся неязифяяемой средь, тавъ 
что ве точки шоверхности суть точка этой среды. Означижь 
черееЪ зо скорость той точки % поверхности в среды, съ кото- 
Фю натерьнльная тозва въ комевть { сонвадаеть, эта снорость 
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олжза уховлетворать току же уравнению (258), воторошу уло- 
влетворяеть и у, потому что ивтерьяльная точка имфла бы ее 
(те. скорость №), еван бы оставалась въ постояаномь совпадеви 
съ точкою %, з не двигалась бы вдоль по поверкности; и такъ: 


Аа 08 (ш №) 4—0 еее, (28) 
Вычтя уравнене (261) изъ уравненя (258), получииъ: 


Ау(осов, №) — шыз(и,М))=0, 

ван: 

Ау. и воз (и, М)=0,.......... . (262) 
ТКВ м есть скорость относительваго двяжен матерьальной точки 
ю отвошенно 5Ъ то пеизывнненой сред, еъ которою движу- 
щанея поверхность неизивиаено связана, уравнеше (262) выра- 
жаеть, что относительная скорость м ходжна заключаться въ 
касательной плоскости Бъ поверхноти. 

Фелы поверхность дефориеруетси, то можно представить себ, 
что она принкдлежать ифкогорой дефоряирующейся средф, таБъ 
что ве точки поверхностя суть точки этой среды. Разсуждая 
тавЪ 28, вакъ выше, придежъ къ такону же заключению, & именно, 
что скорость относительно движеня матерьяльной точки 
по отношению кз средь болжна закаючаться вз касательной 
плоскости кз повертности. 

$ 34. Ограниченю свебеды движеншя точки поверх- 
нестью, ие удерживающею ге съ одной стороны. 

Условниея писать уразнеше каждой неудержавающей поверх- 
ности тавииъ образомъ, чтобы во второй части уравнения быкъ вуль, 
и чтобы первая чать двлалаеь ббльшею вуля пра нодетановлевни 
вЪ нее коордивать точекъ той части пространства вн поверхноети, 
въ которую матерьзльная точка можеть сойти съ козерхности. 

Тавъ, паприжёръ, уравнене поверхности ефоры радлуеь В, 
зибющей цевтръь въ вачаль коордижать, будешь нисаТЬ такъ: 


+) =0.....-.... (283) 
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если поверхноеть эта яе удерживаеть катерьяльную точвт, находя- 
дуюся на ней, отъ первибщенй внутрь ея; потону что коорди- 
латы точекъ, паходящихея внутри сферы, дВлають первую часть 
этого уравнешя болфе нушя и обращають его въ неравенство: 


№ — и. 


Если же та же савая сфера не удерживаеть матерьяльную точку 
отъ первифщешй внаружу ея, то уравнене ея станемь писать такъ: 


(+у+р—Е-0.......... (264). 


для того, чтобы первая часть его дёлалаеь большею нуля при 
подетановлеши въ неё коордвнать точевъ, паходащихея виф сферы. 

При соблюдени этото уеловя, въ свободную еторону поверх- 
ности будуть направлены положительных нормали, возетановлен- 
ВЫЕ ИЗЪ тОЧеЕЪ поверхности; въ самомъ дЪл, есяи близъ точки 
М (5, у, 2) поверхности: 


Иер, 0-=0..... ие: (265) 


возьмемь другую точку №; (5-- 87, у-4-8у, 2-8), такую, чтобы 
направлене ММ, соетавжяно острый уголь съ направленень подо- 
жительной норжази № (259, 259 113), возстановленной изъ точки 
М, то можень утверждать, что произведение: 


Ау. ММ, соз(ММ, М) 
или разный еиу тричленъ; 
ы-- у +7 ы 


болфе пузя; ЗиЗБЪ 26 ТОГО тричлена, при безконечной малости 
величить 82, бу, 88, опредфялеть собою знаБЪ зеличини: 


Реза, у, ея) 
12 
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зпачить эта зеличняа тавже болфе нушя, а слёховательно точка 

М, паходится вн поверхности съ свободной етороны ея. 
Матерьяжьвая точка свободна, когда паходится внё иоверх- 

ноети (265); тотла координаты ел удовлетворяють неравенству: 


Г(е, у, а, 0>0, 


а скорость ед можеть пифть кавую угодно величину и какое угодно 
ваправлеше. 

ели БЪ какой либо моменть $ матерьяльназ точка каходитея 
па поверхвости (265), то зъ моженть (#-- 4) координаты ея: 


о рее. 
у руууеу" Ч... 
2+ реа ...., 
хонжины удовлетворять, или разенетву: 
Ре Пе, у Бу, 2+, + =0,..... (266) 
или неравенству: 


е-+ Па, у+- Ву, 2+ Ва, #4-40>0,..... (267) 


сиотря потому, оотажаеь хи точка на поверхноети, ихи сомиеа» съ нея. 

Разложииь червую часть равенетва (266) или неравенства 
{267) ю восходящимь стененяиь дифференщака 4; принзвь ве 
зияилые уравневе (265), похучииъ: 


[е-+- Ба, у+ бу, 34 Ре +90 ++ -. 688) 


ТА: . 
= =Яи-Пу+й ии я руаниь и 8) 


— 19 — 


В + 


НИ Вт а Ее -- 
Ут 2 2 :....... (2) 


Посл этого моженъ чвазать, что если ызтерьяльная точка въ 
иоменть { находитея на поверхности (265), то коордянаты вя, 
скорость и ускоревя должин удовлетворять разенству 


а, га" 
м Ч... =0,......... (27) 


вли неразенству: 


4 Г (а 
ЗЕЯ ЧР. -->0,..-.... (273) 


истря вотому, остается ли. точка къ концу безкопечно-малаго проие- 
жутва врелени 4 на той же поверхности, или сходить въ нея. 

Отсюда сльдуеть, что первая полная производная етъ {во # 
пе можеть быть отрицательной, такъ какъ знакь ея (при пожо- 
жательнонь 44) опредфляеть знакъ воего рады; & потому скорость 
матерьззьной точки. изходящейся па неудерживающей новерхноетя 
{265), должна удовлетворять сафхующему условю: 


4 50,........ (94) 
то есть: 
ово, М уе (975) 


ели певерхиость неподвижна, то усзове (275) прицимаеть 
СЕВХувЫЙЙ видь: 
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эю залить, что скорость матерьяльной точки, находящейся 
на неподвноеной неудерживающей поверхности, можеть имъть 
хавую уюдно величину в какое уюдно направлеше, составля- 
зощее св положительное нормалью острый или пряной уюле, 
это, конечно, понятно сашо собою. 

ели поверхноеть движется или деформируется, то шы иоженъ 
6608 представить нёкоторую среду (вавъ объяенено въ предыдущемь 
параграф), переносащую эту поверхность въ пространетв®; озна- 
зимъ черезь 9% ту точку поверхности н среды, еь которою из- 
терьзльная точка совБахаеть въ моментъ #. 

Такъ каБЪ точка % воесда остаетея принадлежьщею позерх- 


ности, то скорость 61 р удовлетворяеть уравнен!ю: 


рвов (и, М инь: (98) 
изь условя (275) я равенства (261) слёдуетъ: 
118 608 (#, №)=2=0у. еле нетннььь (27) 


это значить, что скорость относятельнаго движеня точки по Ото 
женою къ средё холжна составлять острый иля прямой уголь съ 
положительною кормалью въ поверхности, 

$35. Условю, которому должно удовлетворять ускореше 
течки, движущейся но данной удерживающей поверхности. 

Еро=ф вышеправеленныхь усломй, ограничивающихь произ- 
зольноеть скорости движущейся точки, сущестаують еще уелоня, 
воторымь должны нодчиняться увкорешя ся, 

Для точки, оетающейся па данной поверхности, условя эти 
зыраждются равенствани: 


имп значеве порваго изъ нихъ. 
Оо будеть ижьть схВдуювИй ВндЪ при нелодвижноетв по- 
верхностя: 


р „ Иа, у, = 9....... (078) 
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ТАВ 7: воть слвдующая однородивя функц я второй стеневн отъ 
скоростей 2, у, 2 


‚ # я) 
ПН -- -+(+ 
ау аа +2 2. 
Равенство (278) жожеть быть предетавлено еще тавъ: 


44. 9 в03 (М) На, у, =) =0,........ {279} 


4}. 4 603 (#,№) + ду. ев (м) ЕЬ=0, 


тд р озяачаеть везичину и ваправлене радтуса кривизны тразвто- 
ри, описываемой матерьяльною точкою на неподвижной нозерхности. 

Принязь во вниманю, что скорость пернездивуляриа въ нор- 
изди №, мы найдемъ, что разежатриваеное нани услове ножеть 
быть выражено также саблующимь равенствонь: 


К(ах, пу, а, 
Сов М — АЙ, ,....., (980) 
в 
128 а, а, а, озвачають косинусы уеловъ, составаяеныхь 1д- 


правленежь сворости съ ослми координать Х, У, 2*). 
Равенство (279), идя разенетво: 


Февр аи... (27958) 
опредфаяеть величину проэктйк ускорена на кормаль № въ каж- 


дой точ поверхности; зеличина этё завнсить отф величины и 
паправленая скорости, таЕЪ что 95 каледой зточкь повергностиь, 


*) Босннусы эти дозжны удовлетворять равенству: 


Па, аз. 
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при опредъленныхь величиналь 7”, а у’ 4 проекция уско- 
ренёя на нормаль кз поверхности должена имтть вполнт опре- 
дтденное значене для тою, чтобы движущаяся точна не оста- 
вида поверхности. 

Равенство (280) опредляеть величину ражтуса кривизны тразк- 
тори въ завнениостк отъ направлен скорости и отъ угла, воотавляе- 
нато плоскостью вривизвы траэвтор!и съ нормальр въ поверхности, 

Подвяжную поверхноеть: 


Ре, и & )=0 


зензивилемаго вида мы представляемь себф принадлежащею =%- 
которой движущейся иензифняекой сред®. и 
Выразвнь абсокюткыя координаты 2, у, д въ координатаяь &, 
ль С относительно иЪБоторыхъ осей 3, №, 2, нензифино-связанныхъ, 
00 средою; тогда мервал часть уравненя поверхности должна 
будетв выразиться никоторою фунишею координат Е, ч, 5, 
не заканчающею времени лвныме образома, потому что поверхиость 
находится въ относительномь покоф по отношенню въ сред. 


Моложимь: 
И у, г, ВФ 1, 5. 


Велёдетве такой пережфны коорхинать, равенетво: 
я а ++ 2" КЕ-=0, 


(гдЪ АУ выражается форжузою (271)) приквизеть вадъ: 


@Ф 0$ # 


и. р 
ж-я я 


их + ФЕ, 1, 5)=0,... (9) 


аналогичный анду равенства (278). 
Отстда, также кавъ в для негодвижной цоверхвостн, получияь: 


оби НЫЙ... (988) 
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ТА вр, в;, а, Суть ВОбИВУбЫ утлУвЪ, составляеныхь направленекь 
относительной скорости & съ осями =, Г, 2; эти косинусы должны 
удовлетворять равенству: 


д 
ра; =. 
Подъ 2, п АФ мы подразуивваень 


зону (Р-Н 


- (284) 


Равенство (282) опредъляеть величину проэкщи ва вориаль от- 
носятельнато ускорема дряжущейся точвя по отношению въ нензий- 
наеной средВ; въ заждой точек поверхности, при опредёзенинхь 


ЗЕЗИЧИНАХЬ 4, а; 1, хо, Проовщи отновительнаго ускорения м ка 
нормаль ет поверхности дилкви имфТь зиодив опредвленное зва- 
чеще для того, чтобы движущаяен точкь не оставила, поверхности. 


Деформирующуюся поверхность: 
Ре у, а, 0=0. 


мы представдяемь сб принздлежащею нфкоторой дефориирующейся сред®, 
тавь что ВО #06 вромя движения позерхность состоять изъ однфхь п тёхь 
же точен, ото среды. 

Бужвани 2, у, 2 мы будемь теперь обозвачеть воорхиваты иатерьяль- 
ой точки; воордиваты же точек» ереды и поверхиости мы будемъ 0б0з- 
начать такь, вас въ У-Й тваыб винематической части, а именно @, В; с 
будугь овначать БоордивАТЫ БАКОЙ тибо точкя среды въ моерть #==0, 
ару, 3 — воорхинаты той же самой точка среды въ момевть &. 

Подожныъ, «то дрижеше среды. а съ нею н поверхности, выражнется 
сяфхующихи Фунвилыи: 


==, 5,с,5, 38а, 5,6, 0, += В... (286) 


Бели въ уразнове: 


в 0=0.............. (8) 


(235) 
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вифото у, $, в подставить фувкши $, ®» 8» то должны будень получить 
ГРавневзе, удовлетворлемое начальными воордниатами зеёхь тбхъ точекь 
преды, которыя находятся на разматриваемой поверхности; говоря иначе, 
по исключены величниь т, У, $ изь равенствь (286) к (287), мы должня 
получить уравнене начальнаго положеня поверхности: 


Да, 6, к, 0)=0,......-..:.. . (288) 


то есть, уравнеше, ке заключающее времени явяынъ образомъ. 
Уравненге (285) дозжно удовхетвораться тождественно функклия вре- 
мени: 


270, у=Ё®, г, 


выражкающими абсолютное движен!е точки, движущейся по разематривае- 
мой поверхности; точно также уравнев!е (288) должно тдоветворязься 
тождественио функшлии времени: 


@==9КО, В=058), (==), 


выражающими отяоситезьное движене той же точки по отношенно къ де- 
форикрующейся средь (Кияем. часть, стр. 197, строки 16—92 сверху). 
Если фуикши Г будеть прчведена къ виду (288), то усломи: 


@ 
& 


выразятея сабдующиия равенетважи: 
деи т е=0 и... ...... (289) 

и "4% д 1 (4')* + {4+2 5—0; (290) 

©ъ друтой стороны проязвопныя отъ Г по а, 5, с могуть быть получены, 


`разомахривая { какъ функно оть т, уу риал, у #- вакъ фуикди 
{286} огь &, $, с, & такъ чтот 


а (+. умы 
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и и 
Ну На м 


Веяйдетве этого, равенства (289) п (290) получать такой вадъь: 
и (97 соз(и,Х) +2608 (и, У)-2/ воз (и,2)) == 
ау. сов (и, №) НЕЕ (еь в, с) =0,....... (91) 


тдВ и воть скорость относлтельнаго дввженя (прозеши которой ив ое ко- 
ордивать выражаютол фориуалии (240) хииематической частн}; с бы ©,— 
восннусы утдовъ, составляеныхь паправчешемь этой скорости еъ осяжи 
воординать #— ускореше относлтельнато лонжевя тои по отпошензю 
кь деформиррющейся поверхности; презвтия элого усворены ва ось Х вы- 
враждется тавь: 


пов (Хх) = та" + 7% (и 


ЕО тео +)... (999) 


Равевогво (291) аналогично раенетву (279). 


*) Въ лоподнеше къ спазанночу въ У-Й таанб дипематической части 
слкдуеть прибавить, что ускорене збоолютнато хъежения точен М въ кавой 
116 моменть # всть теожетринеская сумма, составлевайя: 


1) изъ ускоревя № той точкн измфняемой среды, съ которою точка 
М в эоть моменть совпадает, 


че 208 (6Х) =, 
2) ввъ ускоровйя # относительнаго дваженя 


и 3) изъ лобавочнаго ускорения. проэкшя дотораго на ось Х выра- 
жается такты: 


Е + яв и Е"). 


Коди среда‘нензифиленя, то хобавочное уевореше ооть противопозо- 
вое поворотиомт. 
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$ 36. @ кривизн® лявЫ, нроведенвыхь но поверхности 
но кривизнь новерхностей, 


доржуза (280) зыражаеть кравизну лин!я, проведенной по нозеркности, 
въ фунюми слёдующихь величины 2, у, д, а, а, в, 00$ (р,№); первыя три. 
суть координаты той точка, вЪ которой опредьжяется кривизна кривой, 
сабдующуя три: а, а, а, суть коснвубы углов, составащемыкь съ обими 
хоординать касательно въ кривой въ этой точкй; посльдняя незичина есть 
коеннусь утза, составаяемато плоскостью иривазны кривой съ вормелью 
въ поверхностя въ 10й же точ. 

Изь формулы этой ножно видьть сйдующее. 

1. Разхичный крывыя ливш, проведевныя ло аоверхпост черезь одну 
точву ел, нифюще вт этой точкф общую васательную и общую плоскость 
ъривизны, ныифють зъ ней одинаковый радрусъ кривизны. 

2. Разаичные вризыя лия, ироведенныя цо поверхноети через одву 
точку ся, и имвюная въ этой точь общую касательную, по различный 
плоскости кривизны, иыфють въ отой точь тавю радуеы кривизны, что 
отношенй 


.. 293) 


ЖЛЕ ВСБХЪ ихЬ ОДВНаКово. 

Означниь черезъ % величину радуюа вривизвы лаёён пересфченя 
човерхности плоскостью, проведенною черезь яормаль М и черезь общую 
касательную ко вобмь кривымь; такая вуцвам называется нормальным 
сиченемь поверхности. 

Предыдущее отномене (293) равняется единиц, дАзевной ва ®, ееля 
ращуеь прививны нормальнате сфчены направлен по № вь противномъ 
же случа отнощене (293) равняется минусъ едивиц®, длениой на ®. 

Слбзовательно: 


5 сз (М), 


то ость ребус крнешены кажой либо кривой, проведенной по повертностви, 
равень трозки?и иа плоскость ея кривизны радууса кривизны нормально. 
спмешя, проведениала черезь калительную къ кривой. 

Дая того, чтобы формулы не заключали явнымъ образомъ двойствен- 
вато знака, условимся очитать кривизну нормальнаго еёзешя отрицатель- 
нок, если радуеь вривизны его ивиравленъ въ сторону отрицательной 
зормади; обоззачать ее будемь знавомь Я. 


5. Формула (294) упрощаетея, воли уравнене поверхвости будеть р 
‘шено относительно 2 и представлено подъ видомы 


Ее, )—а 


тогда будеть: 


ДУ Р-н, вала, ау, 


ТАН 
9Р Е _#Е Е ФР. 
РА: ду, Гай: биду» ду 
а потому: 
ле лы (295) 


6. Форнула {24} упротаетея тоже, вели ось 2 параллельна нормали 
№ тогда: 


РР. 
а,=0, а2—008ф, Фут, р 


18 $ есть утоть, составляемый касательно къ иривой еъ осью Хак, 
будеты: 


— (5 0524-83 в рт ви з) .. (296) 
7. Формула (206) послужить намт. джя сувдевя о закон%, которому 
схфирють вривены поржадьныхь сбченй, закзючающихся рЪ ралличныхь 
нзоскостяхь, проведеювыхь черезь одну и т} же нормаль; для большей 
вагвядности формулы, преобразуемь ее стфдующехь образонъ. 
Жвадраты воспруса я синуев утаа ф выразимь въ косивуеЪ двойнаго 
уве 


9 9 га 
т 
#—= —". 5" Е я созе — с зв: 2е, 


Г 9: 95 
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затфыь призедемь вооффищенты у восвиуса и сннуса къ стбдующему 
виду: 


тогда нозучниь свфдующее выражеше кривизны норнальнаго сфчен1я- 


а 
ИИА 


— оо —в)...... (91) 


ахы 


ву у)... 99) 


Изь формулы (297) хорошо видно, авт изабьляется кривпаяа, нормаль- 
наго сёчешя ярк вращениг сёкущей плосвостя вокругь зормал, Нанмень- 
шую кривызну ныфеть сёчевю пзосвоетью, составляющем уголь Фи © п106- 
востью 2Х; паибодьцию — оёчене влоедостью нерпевдикузярнов въ нервой 


= 
и составаающею уголь (+1) съ пхосвоотью 2Х. Этл норивльныя сь- 
ченёя вазываются гласными, & кривизиы ихъ — аваными кривизнани по- 
верхиости въ разематриваеной точьф. 

Обозначиыь паябольдую вривизну званоть Я, нанменьдую — зна- 


комъ Я: изъ предыдущихь формузь найдемь сафдующуя выражены дя 
сумны и произведен этихъ кривизнъ: . 


Я (2) 
9 ду’ ду, 
Ям [Сб " 

8. Изъ формузы (297) видао тавже, что суима кривязнъ двухь азаимно- 

ортотональныхь зормальныхь сченй въ кажлой точкЪ поверхности есть 


вехичина постойнная, незавменыяя оть угяв $, опредфляющато положено 
с чешИ; фориуаа (299) выражаеть величину этой сумы. 


Сунь, › . 800) 
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9. Подобно тому, кавъ средняя кривизна какой аибо дуги изыфраетея 
отвошененъ нфкотораго угла къ даивф хугп, аназогично этому средняя 
вривизпа, какой либо изогнутой площади измёряетея отношенемъ нфкото- 
раго тфяеснато угла вт, везичив® илощадя, 

Пусть $ величина нфкоторой площади, взатой на кривой поверхности 
п ограниченной зачкнугымь ковтуронъ. 

Представимь себЪ коническую поверхноеть, инфющую вершиною н8- 
задо координать, в производящими — лиф пвралнельныя нормахямь къ 
зоверхвости, проведеннымь черезъ точки хонтура площади & 

'Представиюъ себЪ, кромЪ того, сферу радёуса равиато едва, нимф ю- 
щую центрь такае въ начал воорлинать. 

Пусть Х есть везичана ихощади той части поверхности сферы, которая 
занлюзается внутри вышеозначевной копяческой поверхности, 

Величина тфлеснаго угла, образуемато коняческвою поверхноетью ири 
ей вершныф, ланЪрается отвошенемь изощади Х зъ единацв идощади. 


Отвошене: 


х 1 
5 (един. ден 
назызается среднею кривизною площадв 5. 

Кривизна повертности въ паной либо точвА ея А есть везичина 
средней кривизны безконачно-мазой пзощадан, завяючающей въ себ (ики 
на своенъ коятурь) точёу 4. 

Означинь черезь ›„ ч, », вОсННусы упловъ, составляеныхь пориалью 
къ поверхности съ осями коордивать;, коордиваты точки, находящейся на 
поверхности выипеозначенной сферы, выразлтся величинами: 


__(едив. длины) д 
(едан. длины) Е в 


(едив. дливы) &/ 
{едян. длины) а 


(един. дивы) 97 


{едвн. длины), аа 


Площади 1 ы 8 выраяятся сябкующижи ивтетралами: 


. 
Я=(едии. длины) ПЕ ; 5= / =. 


—19- 


Коснаусы у, из, мотуть быть выражены фунвшани оть дн у; по- 


° 
этому: 

р бу __ в у 4284 , 

= (едив. вать || х а =) >. 


Изъ этого сябдуетъ, что кривизна поверхности въ какой либо точк? ея 
выразится тавы 


р у 9 ву 
кривизна поверкности =, у — ду и. 


Если ось 7 параллельна пормали, возстановхенной изъ точки А по- 
верхностн, то, диз Этой точки: 


10 Мо, Е Е 2 
са 


2 97 4 9’ д 


в позтоиу кривизна въ точкё А выразитея втором чаетью равенства (300); 
изъ этого слфдуеть, что во всакой точкф поверхности: 


{кривизна поверхностя) =ЯмМЯ....... (301) 


10. Нетрудно составить для сумиы вривизнъ ортоговальныхь сфчевй 
и дия кривизны поверхности бохёе оби выражен!я, чёмъ тё, воторыя 
приведены выше {формулы (299) (300)); а именно, лето убфдитьев, что: 


НЕЗЕЗЕ 
д №... (808) 
о №! 
бое бо ба Г 
дыя»=— а =... (303) 


р бы би в | 
Фе бы бы бы | 


здесь, въ опредйзитехь, производныя означены сокращенными зизками; въ. 
зыражени хе (302; 


м-н. 
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11. Еезн уравнеше поверхности будеть рёшено отиоентельно 2 и мы 
пожелаемь выразить вышесказанныя величины въ р, 9, т, 8, & то волу- 
зи 


Яна А+), (804) 
ачр+еЯ 
5—9 
Яир... --.... 805} 


$ 37. Услеве, которому должно удовлетворять уско- 
рене точки, движущейся шо давней неудерживающей 
поверхности. 
Когдь точва сходить съ поверхности, тогдв т& изъ рада 
производныхъ: 
аг а 47 
а ав’ ав... 
которая первая не обращается въ нуль, позучаеть звачене положи- 
тельное. . 
Стфдовательно, веяи 


#_ 
2-0, 


зо ускореше точки, пахолящейся на данной исудерживающей по- 
верности, дозжно уковлетворять условию: 


0, 


ав 


. 306) 


Это тежове при неподвижной поверхности пранишаеть слё- 
ДуЮШЯ видъ: 
ве) ° 
бобы бери, анк 897 


пря подвижной поверхности иеноифнаеной формы — слдующй: 


пе О... 308) 
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8 пря дефоринрующейся позерхноетя — саЪдующий: 
й с0з ме ыы А (309) 


Бели хе скорость точки составляеть острый уголь въ вор- 
налью, то есть, воля 


9! 
29, 
то усворене ед ве подлежить никакому ограничению. 
$ 38. Итавъ, абеожютная скороеть в. абеолютвое усворено 
жотерьяльной точки, отВененной въ своенъ движении поверхностью: 
ре, у, 5 0=0, 


должны удовлетворять еяфдующииь усхомямъ, 
1. Ееди поверхность удерживаеть на 008 точку: 


4.0608 (6, =— 4%. зеленые {258) 


тдё Кр есть сокращенное обозначене слфдующыю выражены: 
а, ара (УЕ). @И) 
ое, ау, ав = +... +2 ау. 


2. Если точка находится ва коверхности неудерживающей, 
то абеодютнал скорость должна удовлетворять условию: 


ду. вов №) >--Й, пр ..- @75) 
а) если скорость удовлетворяеть равенству: 


А}. ис, №-=-#, 
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то абеолютное ускореше точки должно уловнетворять устовю: 
А}. 5 008 (№ =— КГ; .......... 84) 


$) или же скорость удовлетверяеть неравенству: 
АР. 060 (&М)>— я, 


то абсолютное ускорене точви не подложить никакому ограничению. 

3. Если точва ноходится ва неудерживающей поверхности, то 
ня скорость, ни усворешя ея ве подложать никакимъ огравиченяиь. 

$ 39. Реакщя нокерхности. 

Три основныя начала ($ 14), положенных в5 основане ме- 
заники сеободной точки, составляют также основаше ме- 
таники несвободной матерьяльной точки. 

На основан этихъ пачаль, абсолютное ускорене, сообщаеное 
несвободной натерьальной точек вофии сизани, одновремевно нрихо- 
Зенныши къ пой, нифеть направлено равнодфйствующей этихъ силъ 
к равво величинв разкодёйствующей, дёленной ша маесу точки. 

Въ силу ТЬХЪ же вачахь, эпая абеолютное ускорене носвобод- 
вой мазерьяльной точки, мы дёлаенъ завлюченю о величин х па- 
правлении равнодфйствующей новхъ сить, призоженныхь въ точвЗ. 

Изъ этого и изъ условий, нриведенныхь въ предыдущемь изра- 
трафь, сябдуеть, что равнодёйствующая вобхь сить, приложен- 
выхь къ натерьальной течь, строненной въ своихь движенахь 
поверхностью: 

Ра, 9,2, )==0, 


удовлетворяеть слёдующиемь усноняжь: 

1. Воли поверхность удержнваеть па се0% точку, то провкшря 
ва иориаль къ новерхности раснодъйствующей вст смлз, при- 
ложенныхь кз точит, равна 


2. Коли ‘поверхность неудерживающах м точБа ваходится Е 
ей и ехи ` 
13 
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а) скорость точви перпендикулярна къ норизли, то проовтйя 
вышесказаняой ревнод®йствующей вы нормаль 


$) если 56 скорость точни составляеть острый уголь съ нор- 
ИЗЛЬЮ, ТО ВЫШеСкАЗАЕИаЯ равнодёйствующая не подлежить ни- 
какожу ограниченю. 

Разсиатриваемая поверхность преграждаеть воявтя движеня 
матерьяльной точки, неогласныя съ существованемь преграды. 

Призина такого дёйствя преграды должна завлючатьсл въ 
образовани сявы, приложенной къ матерьяльной точь, и по- 
звляющейся только тогда, когда прочая причины движения побуж- 
дають матерьяльную точку преодолеть преграду *); такая сила 
называется реакиею презрады. 

Резкщя преграды развчвается до тАКОЙ величины и получаеть 
такое паправлеве, что равкодфйствующах, состаыхенная взЪъ нея 
= въ ихъ ирочить вать, приложонныхь къ точкВ, удова- 
творлеть тому изъ уеловй (312), (813), которое свойственно 
икющейся преградв. 

Этя ярочя силы мы условнися пазывать задаваемыми силами. 

Итакъ, разводьйствующах паъ задаваемей свлы РЁ, ирило- 
женной въ шатерьяльной точк®, находящейся на удерживающей 
воверхности; 

Ре, у, в) 0, 


и взъ реакщи В той преграды, холжна удовлетворать условию 
{312), то весть 


Реж Е М Вов В.М) =—т Г... (9) 
*)  Причвнаия движеяя, побуБрающями къ этоиу матерьяльвую точду, 


зогугь быть не только всё прочёл (за поключенеть реаюин ирегроды) 
сихы, приоженныя къ матерьальной точьЪ, но также и инершя ея.. 
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Это равенство опредфздеть только вежычину прозкци резец 
на поршаль; проекция же реввти на касательную плоскость остветея 
чеопредфлевною, какЪ по величинё, тавъ и по ваправлению. 

Такой результать получваи мы, разоматривая преграду, как 
кинематическое усхоше, стфенающее свободу движешя точки #%- 
воторою поверхностью, и не дфлая нвкакахъ предположений, яи 
отвоентельно вида и физической природы твлъ, образующахь пре- 
раду, ни относнтельно прароды вещества матерьяльвой точвя; 
шозтому то мы получили влолнв опредфленяую величину для той 
части реавщи, которая существенно необходима для удовдетво- 
ренйя условю, положенному нреградою. 

Веяфдетве этого жы виравё привять, что ска В ‹0з (В, М), 
паиравленная по яормали къ поверхности, воть собственно реажщея 
поверхности; составляющую же Е эт (В, №), хВйствующую в 
вабательной плоскости, иы отвесиь ЕЪ Числу сихъ, завиящихь 
отЪ физическихь свойствъ тёлъ, образующих преграду; объ этой 
составаяющей будежь товорять ниже. 

Въ силу вышесказалиаго, ны будень вривимать что 
ТЕАКЩЕЯ ПОВЕРТНОСТЕ НА ШЬТЕРЬЯЛЬНУЮ 10Ч5У, ВахОДЯЩУЮСЯ БА ЭТОЙ @0- 
ВЕРХНОСТИ, НАБРАБЛЕНА НО НОРИАХЕ ЕЪ ПОВЕРХИОСТИ. 

Резкшя удержавающей поверхвости можеть быть ваиравлена, 
по положательной или по отрицательной нормали; въ первомь слу- 
48$ величина ея , опредфляемая по форвуль: 


Я= 9 Рож(Р.М),........ (88) 


зыразятся часломъ положятельныиъ, во второнъ— отрицательным; 
сообразно съ отимъ, мы буден лазывать редкнйю, направленную 
10 положительной норшаки — положетельною, в яаправленную 09 
отрицательной нормали — отрищительною. 

Жели движене шатеръяльной точки но даяной удерживлющей 
поверхности будеть извфстио, то формула (312) деть шажь ве 


лачину редки во меякИЕ Бошекть дриженя. 
13° 
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$ 40. Дифферениальныя уравнешя движешя ма- 
терьяльной течки не данной удерживающей неверхности 
при дЪйстан заданныхь силъ. 
Путь 
Рау, 5 )=0 


веть уравнене поверхностя, т — ивса матерьяльной точки, Х, У, 
2— прозвши вв оси коордивать равнодфИствующей приложенных». 
5Ъ ой задававмыхь силъ. 
Проэвщы реаклйи ва оси координать будуть 
&/ Еи &У 
Ауд? М0? да’ 
Въ силу осповныкь начакь ($ 14), дифференщальныя урав- 
зевя движешя этой точен (въ прамолинейныхь праиоугольныхь 
хоордяватахь) будугь сЕфкующуя: 


| 
ПУР... (819) 
иная 
тАЬ 
Е 
А, лань. (815) 
у=+иИ 


я гАВ координаты 2, у, 2 связаны уравнешешь поверхности: 
Ре, )=0...... ен, {816} 
Для опредвяешя движешя точки иожно постунить вибдую- 
зщинъ образожь: исключить › меъ уразненй (314), вотвдетне 
чего получатся два дифференцальных уравдевя, ва зажиучающия ›; 
эти уреввеня интегриравать, принимал 20 викизию, чт 2, 9, х 
и Е связаны уравнешемь (316). 
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Дзя опредфленя же > низень фораулу: 


у ри 
Е: ак ВВ 


ЧлЕ Ж0 МОЖНО Опреяфлать ^ наъ которато либо изъ уравиешй (314). 


$ &, Законъ живей евлы для точки, движущейся но 
зоверхнести. 
Изъ дифферевщальныхь ураввешй (314) можно составить 
равнено: 
а(т 
С Эту ей учи, 


«ели постуиять тавъ, кВЕЪ во второй половин® параграфа 21-то. 
Это уравкеще получить видъ уравнены (111) того же пара- 
трафа, если поверхноеть ноиодвижна, потожу что тогда при вбя- 
ЕОМЬ ПОЛОЖеШИ точки пиветь фото слвхующее равенетво: 
НИ 0. 

РазетЕдая затбыъ такь 3е, какъ зъ 8 26, мы придем въ 
слфдующему заключению: 

Если матерьяльная точна находится на неподвижной 
чиверхности неизытнлению внда м если приложенныя хз ней 
задаваемыя сизы мивютз нотетиаль то демжеще точки 
подчиняется закону живой силы, выражаемому интераломь: 


$ 42. Геодезическая ливня. 

Положииь, что ханиах поверхность неподвижна и что при- 
дожениыи въ патерьяльной точк®. эадаваеных сизы пааниНо 
равновЪаЕваюися 20 ме время давженя ©1, тогда едянетвенивя. 
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ева, приложенная къ точкЁ, будеть реакщая поверхности, вели- 
чина и зпавъ которой окредфляется по формул: 


ду ий, о... 818) 


или (см. форнуау 294): 

==и7Я, 
тк Я есть величина кризизны вормальнаго свченя, проведен- 
заго черезъ вавравлеше скорости точки. 


Дифференщельныя уравневя (314) получать, въ этихъ слу- 
чаахь, слВлующИЙ общ вядъ: 


таР-АЯ, туИЕАВ, вы: ....- (819) 
интеграхь, зыраждющЕ заковъ жавой силы, будеть: 


= 
= 


= ; 


это озпачаеть, что скорость матерьяльной точки сотраняете 


постоянную величину. 
Табвъ кажъ скорость постоянка, то проожщя ускорешя па вася 


тежъную къ траоктори равиа нудю, & потому проэкци уекоревя 
вв ося коордннать могуть быть выражемы сездующинъ образоиъ: 


и в бох) 
Уи ву) 


3.95 
5" =’ = 2 0362). 


Подетавизь ты выраженя зъ дифферониальных уравания 
{319), пабдемь, зто онв получать слёдуюлий вид: 
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2 ола аи. Г 
дент" рта дит > ›- (880) 


изъ нихь охВдуетъ: 


во) 5036,7) _ 003 (0.2) 
08 (№Х} 08 (№) её СУ,Д 


10 вить, что рафуеь кривизны траэвтор и направлен по нор- 
мали из поверхности, а, слтдовалтедьно, плоскость кривизны 
ея проходита черезь нормаль. 

Кривая лишая, проведенная по поверхности тажниъ образом, 
чтобы плоекость вривизны 30 веякой точкф ея заключала въ 0268 
нормаль къ поверхности, возстановленую въ той же точЕ%, назы- 
вается зеодезическою линею. 

Схвдовательно, еслы из матерьяльной точкт, удерживае- 
мой неподвижною поверхностью, не приложено никакиуь зада- 
ваемыль силь, то точка, ваи находится вв покот, аи деи- 
жется сз постоянною скоростью, описывая зводезическую линю; 
эта лянз проходить черезъ начальное положене точки и касветса 
Еъ ваправленно пачальной скорости. 

Тавыть образоиъ, каждая заджча етого рода сводится ва задачу 
© проведен по данной поверхности геодезической линёи черезъ дав- 
ную точву и по данвону направлению, проведенному изъ етой точки, 

ря рылеын кабъ этихь, так и ивотять другихъ задачь о 
движены точки но воверкноети, выборъ сжетены координать, ная- 
ботье подходящей къ поврову, играть весьва существеаную роль, 
ТаБЪ ЕЗБЪ Очень часто, пря улачьоюь выборф координать, фор- 
нузы ие только упрощаются, но и получають большую каглядноеть, 

Бовечко, сядуеть отдавать предпочтен:е такой сиетем® коорди- 
вать, при которой ваданияя поверхность есть одиз изъ координат 
ныхЪ поверхностей; наприифръ, при дэкжени точёв по цизвидриче- 
кой поверхяостк съ круговыеъ сбчещемь, перцендикулярныеь къ ое, 
сифлуеть отдаль предпочтение вругово-цихиндряческой смотем® коор- 
динать, 065 которой совпадаеть съ обью данной воверхности; денже- 
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не же точки по поверхности пара яли по поверхноети прямого вру- 
товаго конуса удобиЪе разиатривать въ оферичесвихЪ координатахъ. 

'Иримфрь 25, Опредфяимь движене матерьяльной точен по боковой 
поверхноств прямого крутоваго конуса, нредиолатая, что въ ной ме пря- 
дожено никаких захаваемыхь силъ. 

Возьмемь вершину # ось конуса за полюсь и за полярную 065 сфери- 
ческой системы координать; пусть 9, есть уголь между проязводящими и 
осью конической поверхности. 

'Нормалью къ иоверхиости будеть служить координатвая ось В; рези- 
ша ® будеть направлена вдоль по В ви по ся продолжен ю. 

Днфферевцельныя уравнени диннены будуть 


а" ив. (И =0, 


— и 5 фо 605 90 . ($ 


1 беае 


зе 4 


(Проэвшн ускореня на координатных оси сферическихь воординать: 
ем. етр. 25, фориузы (208) кнлематической частн). 
Третье не этих, уравневй дасть интеграль: 


2’ (р 608 7) 
а, › 


зтогое служнть для опредёженя величнаы и знака резкдуи: 
р т? .. 
Я=— "р 6089, 


первымъ же мы не воснольауемен тенерь вовсе, такъ какз уше нифемь 
еще одинъ интеграть: 
ме 
Изь этихь первыхь нитеграловъ, сяфлуя обычноху пруему, подучимь 
сфдующее уравнене тразвторя: 


©, 


гсов (а НТ. ....... (88) 


®. 


тЖЬ Г, — произвольная постоянная. 
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Если коничесьая поверхность будеть развернута на плоскость, поле- 
вене точекь на которой будет выражено въ позярныхь коордиеятахь 


ру, О=У 9, 
зо теодезичевная кривая (321) обратитея въ прашую линНю: 


Са, 
®5 


рез (9-- Г. 


Величина завит1я *) геодезической лиши зъ какой дибо точк№ ея мо- 
‘жеть быть выражена произведешекь изъ полуразности главныхь ври- 
зязиъ поверхности въ этой точкЬ и синуса удвоеннаго уга, составляе- 
маго плоскостью кривезвы геодезической динНя еъ длосвоетьм одвого изъ 
тлавныхь нормальныхе свченй; дил вывода этой формулы, возьмемъ общее 
выражене завипя вавой хибо кривой, праведенное из стр. 260 кивемати- 
чеевой части, (формулы (311) и (312), п првмфнимь его въ геодезической 
лини, для которой: 


р а а 
Рад те08(№,Х); рая == 668 (М, У); ран с08(М,2). 
Позожнкь, что посхость ХУ нарамельна васатежьной плоскости къ. 


поверхности въ той точкЪ, къ которой относится нашь выводъ; тогдд, э® 
ЭТОЙ точк&: 


1—0, 0, ов, сов, У) 0, 


925 8% 
ов 
{восафаня два равенотвй ехёдують изъ формухь. (813), стр. 261 киненвти- 
ческой части). 


*) Сы. ер. 259 кинематической частв. 
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Воэтому: 

1__ 426 9х4 (№У) _ ау а 008 (М.Х) __ 
778 в 98 4 98 
Вы Зе 

2 
=“ 503 озше-- 97 60$ 8; 
2: 22 


зведя же сюда величины & и $» входянуя в форнухы варатрафо 36-го 
настонщей главы, получемь: 


= Зв —);........ - (888) 


то; воть, зави теодезичвской кривой, плоскость кривианы воторой соста- 
звыветь поль— 9—4} съ пюосвостью пориальваго офчевя наименылей 
врявазвы, равияется: 


а -59. (1: : + (98) 


$ 43. Геодезическая кривизна кривой линш, прове- 
деиней по поверхности, 

0 поверхности проведена какая 2100 вривах лия, илобкость кри- 
визны которой въ тозЕф № составаяеть съ нормалью М, возстановленною 
кь поверхности изъ этой точен, вЪвоторый уголь вусть АРТ веть вавра- 
мене касательной дищи, проведенной къ кривой черезъ ту же точву 2. 

Проведемь черезь ту же точку М, геодезическую динию, касатель- 
вую въ МТ, а сяЪховательно и кь давной кривой въ точкВ М. 

Вдоль по обфамь вризымъ отаожниъ оть точки № развыз хуги без- 
вонезно-налой длины 45 пусть ММ, есть дуга данной кривой, а ММ!— 
„дута геодезической кривой. 

Черезъ точку М, пронедемь касательную къ данной кривой, & зерез® 
зючку М касатольвую къ геодоэнческой ливйн; уголь 4, зввлючающйся 
между направзеняых этихх касатедьныхь, называется зеодезическииь узломь 
смежности дуги ММ. 

ра приближеня точки М, къ точкф М, величина отвошеня геоде- 
зяческаго угла смежности въ длияв дия ММ, приближается въ предёду, 
называемому зводезичееков кривизною кривой въ точЕ® М,: 


зоодванчесвая привить. 
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Предетавнмъ себф, что пеъ какой 1400 точкк 0 проведены три на- 
правлены: ОТ— паразлельво васательной МТ, ОТ, — параллезьно касв- 
тельной въ данвой вризой въ точ М,. в ОТ'- паразаельно васё- 
тедьной въ геодезической хин вь точ №’ кромЪ того, представить 
себБ сферу рашуса равнаго еднвик®, ныБющую центрь вь точЕ 0; ив 
поверхпости этой сферы образуется сферичесый треугольникь съ безво- 
зечно-мааыши сторонами: 

&3 


ТЕ ТР во (М) 


ШТ =ач. 
Изъ пззьстяой формулы сферичеслов тригопометрии: 
03 (7. Т')= во ТТ) сов (ТТ) зв (ТТ) зи (ТТ) со( Т.Г), 


пренебрегая безковечно-малыми неличивамя порадка аыше 2-го, позт- 
чныъ. 


т але ТТТ, 


& отсюда: 
ау ви воем, 


такъ какъ утоть (Т,ГР) обращается, въ предыяф, въ утоть между шло- 
скостямя кривазнъ обфихь кризыхъ. 


Двабе, вавъ легко вижёть, получеиы 


... (823) 


ЭГО зВачвть, ча геодезическая кривизна кривой равилется кривизню ея, 
помнооженной на симусь узла, состпвяяемаю плоскостью кривизны кривой 
<ь нормалью къ повертносвяи. 

Данна; 


вазывается радгусомъ геодезической кривизны кривой въ точжё №; ствдо- 
затезьно: 


1... нь» (894) 
р 
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Еромф того, замфтииь, что мевду тремя рамусами кравизны: р, Я, $ 
«уществуеть сафлующая зависимость: 


....... @95) 


$ 44. Принбры рёщеня вонросовъ © движенш но дан- 
ной удерживающей новерхности иатерьяльной точен, нод- 
верженвей заданнымъ силаит. 


Прихфрь 26-й, Нл боковой поверкности прамого круговато конуеа, 
находится матеръяльная точка, притягиваемаи хЪъ осн конуса силою, про- 
поршовальною разстояею огь нея; осредёянть движеню точки, 

„Воспользуемся сферическики коордиватами также, какъ и въ принбрё 
.26-мъ, 

Разстоян!е точен до полярной оси выразится произведещемь изъ х 
ча синусъ угла 9; очевидно, что потенщаль данной притагявающей снхы 
Фудеть: 


. 
а, 


тд в? есть постоянный хоэффищентт, 
10 закояу жявой силы: 


Д-Р зай 28 — ий... - (898) 


Другой интеграть, такой же, вакъ зъ примфрь 26-мъ, получается изъ 
хяфференщельнего уравневы, выражеющего, что проэкщя уекорешя БА 
965 1 равна нудю; этоть интегракь: 


а О, линьнь ав (897) 


'Такъ кавъ проокц! свзы на ось В равиа отряцательно-взатой вези- 
чин ея, вомиоженной на с05 $, то реакия во ноложительной оси В вы- 
разится схЪдукицею формуюю: 


3 — мии 0605 ($), 


то есть афкующею функщею оть 7: 


Я — 0 в 4] ....-. (828) 
уз я 
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Изь ивтеграловъ (326) х (327), при помощи обычнаго према, потучиыт. 
урввневе траэвтори и опрехёлимь движеше точки по ней. 

Ольдуеть замтить, что, если развернуть боковую поверхность конуса. 
на плоскость, то точка на коверхноети вонуса, ныфющая сфераческы ко- 
ординаты т, $, изобразитсл ша плоскости точкою, нибющею позирвыя 
координаты у, о—фэш р даа того же, чтобы вонкая неразрывная лив:я, 
нвходящАяся ча поверхности вонусв, изобуазияась неразрывною же лвшею 
на плоскости, веобходимо предетавять себф, что боновзл поверхность ко-. 
вуса состоить ивъ безчнелениаго множества безконечно-товкахь слоевъ, 
составлающихь цыую поверхность, навериутую на бововую поверкность 
вонуса безчисленное число разъ. 

Введя © въ интегралы (306) и (807), приведемь ихъ къ слёдующему 
виду: 


ие аь зто... (898) 


е=е;....... 4... (880) 
& это суть первые интегралы двнженя на ихосъости матерьяльной точка, 
подверженной притяжению: 


(Е о УЕЬУ 1 фо) 1 фо 


въ качал координать *). 

Отсюда зидно, что рёщене данной задачи евохнтся на рьшене другой 
задачи о дрвженши матерьязьной точки той же массы на вхоскости подЪ 
выавень салы, направленной по радёусу вектору я разной проэкщёи задан- 
ней силы на производящую конической иоверхости. 

Эту вторую точну мы назовешь нзображешемь данной. Нри рышен 
задачи о движен этого изображеня ва плоскости, вадо нить въ вижу, 
зто ивчальное позожеще его ныфеть слфдуюния коордиваты: 7% и (фо $), 
ТЯ го и $, суть начальный воординаты давной точвя; кром$ т0г0, ханная 
точка в ей изображене нифоть начатьных скорости одинаковой величивы 
и соетаваяюнщуя одинаковые углы съ вроизводящею. 

'РАшивь задачу о лвижени изображена на плоскости, можемь перейти 
въ рёшеныю ханвой задачи, предетавивь себф, что шюбкость, съ дрыжу- 
щимся но ней изобращенемь, снова навернута на поверхиость нонусжу 


+) Эта сила есть проэкнщыя заданной сихы ва пфояоводящую конуса. 
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тогда взображеще будеть совершать яв поверхности конуса: то сазое дви- 
жене, которое созерваеть далнал точка. 

Въ наетоящемь случа® изобуажене движется ва изоскосеи но эллин- 
су, пыбющему цевтрь въ вачаль коордвнат. 

Прижочаще. Такпиъ ве образомь могуть быть рышены и мвоне друме 
вопросы о движеши матерьальной точки по развертываеной на плоекоеть 
зннейчатой поверхвости подъ виащемь заданной сязи, нанравленной вдоль 
по той производящей, на которой точва находится. Каждая такая задача 
«водится на задачу о даижени изображеыя точея по поверхяости, развер- 
нутой на плоскость, и пра дЬЙствн той же ензы, направленной по той 
прамей лини. которою производящая изобразетса. 

'Преддагаемь читателю решить, иапрвыфрь, вопросъ о динжея по 
данной вовической поверхности матерьяльной точкя, притягиваеной жъ 
вершин® поверхности силою, обратно пропорвюнальвою квадрату разотоа° 
за оть нея, 

Орнибрь 27-й. движевне тажелой матерьяльной точки по поверхноетя 
неподвижной сферм, 

“Возьмемь полюс сфоричесвихь воординать въ центрь сферы, поляр- 
пую ось направныъ параллельно направлено сишы тяжеств. 

Тавъ каЕЪ сита тяжести вифеть потенцщазу 7х, поверхность же не- 
подвяжна, то движене точки удовлетворяеть закону жявой силы: 


А-З, 


2-0 — 99% ... @32) 


Нрозышйя силы тяжести на коордиватитю ось т равна лудю; поэтому: 


. 4 . 
чар О Вов о вов (из... (889) 
(838) п (333) съ первые нитетралы движевя_ 


Ревяши, направаевная но координатной ося а илн противоположно ей, 
зыразится фориузюю: 


* , = 
0 ),,...... (384) 


Далфе, для опрехфхевня движин!я точки, пранзредем стбдующуя дЬй- 
отв: 
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Исключных {' явь интеграла (331): 
Ау ии -- 94 
и изъ интеграла (333), возучимь: 


(Взято. 


в ,....:...., (885) 


РАВ 0 есть сядующый многочаень третьей степеня отъ #: 


пе -рЬ-р,........ 886) 


в коордавата 2 равняется 2 608 7. 

Изъ дифференшальнагю уравнения ($35} видно, что коордивата 2 дви- 
жушейся точки не можеть одфлать иногочлень Г’ отрицательнымъ, тавъ 
вавъ это протирорьзизо бы знаку нервой части этого уравнения. 

Отеюда сифдусть, что движущаяся точка не можеть пройти ии черезь 
нижнюю, вы черезь верхнюю точку еферы, потому что въ няхь #*—* 
в многочлень (336) получаеть отрицательное значеще, 

Пры 2==2, мпогочлень полузаеть позожятельное значеше, а именно: 


о 


= ы В” сова” (от), 


Изъ этого видно, что (7 довжво инфть одниъ кАйствательный корень 
тд$ 1нбо между #=— Я н 2-2, и одннь действительный корень гдЁ либо 
между » и #=+ И; вервый коревь означимт черезь 2, изм В с05а, это- 
30 — чразъ 2, или 2 с053. 

Многочлень Е подучаеть ноложитезьныя звачени для Веязихь 2, 
закночающихся между прехьхами г, и 2» & потому тразкторя дваженя 
расположена между пзразлельными пругамя: вижнимь $, —8 я верхнамь 
%—а*). 

Тренй корень 2, многочлена {/ ныЗеть величкау отрицательную, мень- 
ную (—2); это видво взъ того, что при #==— оо многочлен обращается: 
въ оо, а при #=— Е нолучаеть отрицдтельное зназеяйе. 

Изь двухь пкроздезьныхь кругемь, служащить предфявми траэкторя, 


+} Пря со (е)=1 можеть быть три случая: 
1) ля, 2) жуть 3} яву. 
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зерхнй можеть находиться на верхней или на вижней полусфер® (т.-е. &› 
хожеть быть положительные ихи отрицательным»), ныжн!Й же параллель- 
ный пругь нк въ какомь сту це иожеть быть ва верхней полуеферь, 
что сейчась хокажемъ. ° 

Между козффящентами многочлена И/ и корняин уравнешя 07 = 0 ву- 
зцествуегь завнеимость, выраждеман треми раненствами: 


а-я в=— ё 
ав (а + вда==— В 
еуйь-Е в ра . 
Ивъ втораго получихъ: 
=. ........... (837) 


пеключииь шо хзЪ вобхь треть, вакь я; такЪ в ,, вайдемь сзвдующее ра- 
веветво ^ 


У иыю 5, 


ра 


(Ша) __ ВезыРрзшаа 0 
а т ая а". -* (888) 


Отеюдя видно, что сумма (в.-{- 1} довжиа быть непренёвно величивой 


возожетельном, & такъ какъ и разность (5: —1:) боле нуля, то д, не и- 
жеть быть величиною отряцатежьною. 


Такъ как в, находящееся въ ураниезн (335), хояжно быть ие болфе 
2: я не менфе 5» то выразакь ето сифхующимь образомъ: 


Я-Е 81 6084 -- 2 Зена, — (м — 2) 1; ... (389) 
тогда будуть 


движ, вто, адож, 


2. а . 
ее ен, 


— В зп фр данн—2(, — в) мч соз чат, ... (840) 


ТА: 


р уу оаннне. (841) 


поэтому дифференшальное уравнеше (335) получить такой вихь 
и 8 3 
Нин} м, 


Н 1; и 
Е=УЕТРЯМ ВЕН. (и 


отЕуже: 


Разность (1— А? 50? я) не можеть обратиться въ нузь ни при кавомъ 
ХЬйствительномь у, потому что, вакъ сейчаеь покажем, 4* менфе едиинцы, 
еслн только корни 2,  х, яё раввы. 

Вь самомъ дзь, составивъ выражен: для {1 — #*): 


1 ро аа я ый 
аи Юе,ьй 
в пранавъ во ввихане, что 2? боле 27, мы занлючемь, что &* мене 
сданы. 

Такт какъ вторая чаеть травненая (342) не можеть обратиться въ нуль, 
хо производная "'’ ие можеть изминть своего звака нн разу во вее вреин 
движениа; тавъ что знакь начальнаго значешя ез 1’, опредылеть зиауь 
корна эторой частн уравнены ($42). ` 

Начальное значеше луонвводной 4’ выражается формулою: 

Ш 


ЛЕ ОО 


з начальная кезичина 5, опредфляеть величину квадрата синуей то: 


эт Зои : . (843) 


знаки же воличинь зшх, п со5т, предыдущими формучаии ве опрез%- 
алются и могуть быть выбраны 10 вашему зронзводу; если мы усло- 
ВНМСя, 970: 


® О 
0>%>— и ’>0, 
осн щи, | 

4 
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то 9, будеть во веякомъ случай боле нуля, а потому коряю второй части 

зразненйя (342) должны будемъ приписать знакт положительный. 
‘Схвховательно, при соблюжеши условй (844), уголь я будеть не- 

ирорывно возрастать вифотф съ временемт по закону, выражаеному фор- 


мухою: 
УЕ (РВВ), .- (845) 


9 Юри + 


гх$ Аз) означаеть сябдующий интегразъ: 


И 5-е 


Иль) — такой же ивтеграль, имфюнЫй %» верхним предфломт. 
Ивтегаль чу), называемый элледтическимь интеграломь перваго 
рода, выражаеть нфкоторую трансцендентную фуякдию оть х; яамЪ должно 
ознакомиться еъ нЪкоторыыя свойствами этого интограза, 
2) Во перзыхь, очевидно: 


И—ъ0=— РыЮ........... (347) 


2) Во вторыть, замфнивъ, лодь интеграломъ (345), 9 череоъ (5—*) 
вюзучимъ сядующее равенство: 


Девка 


я+= я 


, &__ & 
Еый= Г. УТЕРИ — Г ЯР 
® у 


зо веть 


ЕЮ =Р(а+х, К) — Р(к,й) 
Е) Ра, -НР ей). 


3) Положивъ въ носяёдней фориух® у разиниь (- 2) = вривянь во 
эвнман1о, что ва освовании фофмузы (347): 


—2и- 
-)--ии) 
Е =аРь,ю.... 
4} Далве, изъ формуль (348) и (349) изЯдеыть: 
3) =32(5,) 
и тавъ двшфе; такъ что, воли п веть ифдое чиско, то: 
нЕ). не нннь.. (350) 


5) Нусть езня-ЕАж, дб я есть пфзое число, а А — дробь, мевъшая ехи- 
ницы; премфняя я разь формуху (348), набдемь 
ЕЕ ЮР (к Ю........ (35) 


6) Цаконець позожвмь въ форызд (948) = Ак, тдё А— дробь, 
мевьшая ноловины: 


Е ь — в, Ю=ЕС-,Ю- Е, 


получимы: 


отсюда, на основан равенствъ {347) и (349), шолучниь: 
Е — вые в, Ю—Е( 1)... (859) 


Зваше этихь свойствь витеграла (346) позволяеть намь вывесты сл. 
дуювия заключены изъ равонствь (346) н (339). 

'Назовекь черезь т тоть моменть времени, въ который, при отрица- 
тельномь \», Год  обращаезся въ нузь; вун похожительномъь у, момекть 
т булеть отрипатезьныиь. 

Прозиця екороети давжузнейся точки на ось В будеть обращаться въ 
цуль каждый разъ, какъ она праходить на одиу изъ крайнихь параллелей, 
это будеть въ озбдующие момент: 


вы $ ат, эВ, «ат, «+ ВТ,.... 
р: 3 


В. ЗЩЕт я) _ 
$ ЮЕыы ат Ру, &}; 
м 
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въ эти моменты угол Ф похучаеть охблующия зваченят 


$ а В & В &..... 


такь что переходь точки оть нижняго круга хъ верхнему совершаетея 


веетди въ течени промежутка времени т в такое ще эрема требуется хля 


обратнаю динженя. 
Пусть 1, сеть вввоторый утоть, меньший 7, воторому соотатотвуеть 
уготь $„ опредфляеный по формул; 


605 р==608В — (6088 -— сова) в ?чь;..... -, (353) 


паховень, пусть, есть соотвфтетвующуй номенть времени. (Этоть момевть 
заключается въ проиежутк® между момектани т и 41); 

Въ дальныйнемъ своемъ движеши матеръяльнал точка поднимегся до 

т 

паралели а, тд будеть въ момевть (+=), зазфыь начнеть опускаться 
и снока прядеть ив ларажжель $, въ тоть момоить #„ въ который ч} в08- 
‘растегь до величивы т, =(х —1,), такъ какъ тогка бужегы эт, = зип; 
за основан свойства (352) нитеграла И мы завлючвмт, зто: 


день 


30 есть, что подвжие точки отъ пэразаени 9, до паразлели а в обратнов 
нисхождене ва оть а до ф, совершавугся въ теченйн равныхь яремежутковъ 
времена. .. 

Затёмъ точка, косвувшяеь вяжней карехлелы $ =, снова начнеть 
подыматьсн и снова доститнеть параллели $, въ такой моменть {, въ 
зоторый 1 зозрастеть до выичивы х.-2*+4, потожр что тогда. може 
5 = ;; изь равенетва (348) заключныт, че 


&—&=Т. 


Чтобы овредваить завонъ измфневн угла ф, возьмемъ дифферевшать- 

вое уровнеше (333) и похставвиь въ него выфето С’ его выражен (338); 
получамь: 

Е?) 


ты 
г 


Ее ЕТ 


ие ая, ^^ 


.... 854) 
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тд верх знакъ соотвфествуеть тзмъ случалиь, въ которыхь сов (1) 
бозфе вузя, пилы — тВыъ, зъ кохорыть экоть косянусь меафе пузл. 

Исьлючивь @ изъ (342) и (354), будемь ныфть слбдующее хифферен- 
щальное уравлене: 


о завзте ОБ 
Фены ен) ^^ - (955) 


тдЪ, для краткости, принято временно обозначение: 
44=У1—Р лед; 

{этоть знакъ не слфдуеть смёшавать съ такимъ же знакомъ, служивииыь 

памъ дия обозначеври величины, встрёчаниейся въ предылущяхь пара- 

трафьхь). 


Вь получевномъ дифференцраньномт ураввевы (355) кроизведент са%- 
дующее разложене: 


На Ннеь-.--..-. (885%) 


затфмь выразвыъ 2 въ 1 по формул (339) п паконень проязведень инте- 
грирован® въ предёяахь оть 4—0 до и; получнытх: 


й \ 
„—_ + Иа вате 1 ЕЕ 
Уч Урай [о пеячьы+ 
$ 


1 1 
+=) = (незя) Ал 
$ 


яв 


— а, в: я, 


|... вы 


ТА: 


А 3 ость коордявата то меридтовальной ахоскоети, въ которой двышущаяся 
точка заключается въ моменть <. 
Входяпые нь это выражене интетраты, называемые захнитическиии 


ивтеграхами третьнго рода, обледають, подобно интегралу №, свойствами, 
зыражаеныик формуламя: 
= у Це, Гат (3), 


тдф ГР означает такой питеграль третьято рода. 
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На основон этихъ свойетвт., можемъ вывести изъ предылдужихь урхв- 
нев! слбдующее заключение относительно закона язмфвеня угла $. 

Во премн каждаго перехода точки оть одной ивъ крайнихь наралле- 
ей до другой, угожъ ® возрастает на одну н ту же величияу «, выражае- 
мую олредфненнымь интегралом: 


Мокно показать, что абсолютная величина угла « бое прнывго 
уза. 
Для токо, чтобы доказать это, мы примемь во вимивше, что: 
28 1 2, 
Рутя м у 


такь кают, &4 мевфе единицы; поэтому: 


уз» Ве чивита Вал. 
ы Иня: = 
$ 


примёнивь, къ подъинтегральной фунециг этого знхограла, разложене 
(365 №8) н выразивъ 5 фунещею отф ч шо формул (339), мы легко опре- 
дАюмь величину каждаго из позузизиыхев интегралов з найдемь слЪ- 
хрющее: 


поутому: 


59> в 
И" > У Эра Рив, — Вени 
но этоть корень, очевидно, боле еднивцы, такъ канъ {2 ата) болфе, 


чыъ (18), в потому м кодазно абоолютиви вежечина утза « балье, 
< 


чм у: 
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На чертен 19-мъ представлена прозешя из горизовтольвую плоскость 
траокторйя, описываемой точкою 8% одному, иаъ таких движенНи; наружанй 
и выутреный круги суть прозы предфльныхь параллелей; умы а,06,, 
5.0а,, в, 06... равны ч. 

Резкцы % по координатной оси в (1.. по продовкеню ражуса век» 
тора) выразизея функшею одного 4, если 4, заключающееся въ формул 
(334), будеть исвиючено изъ вед ари помощи выражен! я (331); тогда 
подучины: 


2-=—п..........., (868) 


Обратимъ вннмане из сдблующуе случаи движен:и точни. 
Если ворви 2, и г, равны хругь другу, то мноточдень / можеть быть 
представлень подъ стфдующимь видомъ: 


пе -АИА, 
а такь какъ 2, боле нуля, то при всякихь #, относящихся къ точкамъ 
поверхноетн сферы, многочаень {/ получаеть отрицательных значения; 
меключенце составзають янь точки паралаезьвато круга в, для 6ото- 
рыхъ 0’ обращается въ пуль. 

Тамъ шакъ ноъ зразненя (335) слфдуеть, что тогда (при ==.) провз- 
водяая <’ равна пулю, то точка будеть двигаться по царвалеьному 
кругу и утоль $ будеть постоянно равань своеё начальной ведизинь 
Зе(#, == А 08»). 

Изь выреженя (338) схбдуеть тода 

оу 


<09ф 


съ другой же стороны, такъ какъ начальная скорость дохжиа быть каез- 
тельщою къ кругу параллели Ф-=9., изъ выражения (333) получимь 


С-В выР в 


изъ ораашева этнхь выражены чабдемь, что взадрать начальной скорости 
дозжену нифть себдующую золачият: 
Е: 
РЕ зе; 


эта скорость остается постолнною 20 рсо время динженя. 
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Движене но углу $ опредфинтся изъ уравнения: 
би Я; 
Ч АЕИ де , 


схбховательно, двнжен:е равном®рно и продолжительность одного полнато 
обороте по окружности равна: 


$ 45. Реакшя неудерживающей поверхности. Место 
схода двнжущейся точки съ такой новерхнестя. = 

Ревкщя удерживающей поверхиоети кожеть быть направлена 
какъ по похожительной, такъ и по отрицалельной нормали. 

Резкия направлена по позожительной поршави тогда, когда: 


Ко) т <0;........ (360) 


она есть прозиводфйстие сходу точки съ-новерхности во отрипа- 
тельвую сторону е5; & точка сошла бы въ эту сторову, если бы 
привяла убкоране, сообщаемое ой силою 2, такЪ какЪ это уско- 
реше удовлетверяло бы сл®дующему нерзвенству: 


АЕ. $ с03(2,№}-- АГ < 0, 
то веть: 
Ревищая направлена по отрицалежьной нормаля чогда, когда: 


Ров(Е№-+® 1 >0;.......... (861) 


она есть противодЪйствье сходу точви съ поверхноетя по похожи- 
тезьную сторону е1; точка сошла бы въ. эту сторову, если, бы 
приняла ускореве, сообщаемое ей силою №, такъ кажъ это уско- 
рене удовлетворяло бы пвравенству: 


АР. 9 вов {5 №) + Я>0, 
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ть есть: 
&. 
>60, 


Неудерживающая поверхность не оказывать нинакого про- 
зиводйеть)я прячинаиь, нобуждающииь точку сойтя съ поверт- 
ности по ноложательную сторову её; & потому, вела скорость 
точви, находящейся на поверхности, удовлютверяеть равенетву 
(258) 8 38), в залаваеныя силы — зеравенотву (361), то реак- 
я будеть равна нулю. 


Слбдовательно, недерживающая поверхность не оказывает: 
реакифи, направленной по отрицательной нормааы; реакшя ея 
можета ‘быть направлена только по положительной нормали. 


Если скоробть точки уховлетворлеть равенству (258), & ва- 
даваемыя силы — норазенству (360), то пвухерживающея поверх- 
ность оказываеть ревецию по положительной нормаяи, противо- 
ДЪЙствуа точк® сойти внутрь ненроницаенаго тёла (дЪйотвитель- 
ваго или зоображаежато), ограниченнаго этою поверхлостью; вехя- 
чина реакции, выражаеная формулою: 


5 Рем) ......... 80) 


такона, что ускораше точки, сообщазное ей равнодёйствующею 
силы Ки резким 9%, удовжетворшеть равенству: 


Точка движется по неударжинающей поверхности до тфхъ 
поръ, пока задявяеным син удовлетворяють нержвонетву (360); 
въ той тонкё А поверхности, въ которой скорость точки я за- 
дазаемыя силы уховлетворать равеветву: 

_Боов( Е.М) т 0, 


редквдя обращаетя въ нуль. 
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Если, пры далуныйиемь движенац почки по поверхности, 
сумма 


Рооз (ет АГ 


становииися положетельною, ту движено точки по поверхности 
возможно только пря существовани реавцщ!и, нанравхенной по от- 
рищательной пормали, но такой резким неудорживающая повёрх- 
ность оказать не можеть, а потоиу точка должна сои сз 
вверхности. 

Она сходить съ поверхности въ точь» А и движется дало 
свободно ъиЪ поверхности подъ втавень приложелныхь къ ней 
заданных» снхъ; залалЬнНою скоростью на этомъ овобохномь дви- 
жен матерьяльной точки служить та скороеть, съ которею она 
врижла въ точек 

Такое движене вродохжается до ветр®чи точки съ поверхностью. 


Позожвих, что.сфера, В8 нохорой хвижется тяжелая магорьяльная точка. 
({врмифут 27-1), ве `удержизаеть точку оть перемфщенй влутрь ея полости; 
05 убнов; сЖелиниому 3% начазь параграфа 4-го, положительная нормаль, 
зъ этоиъ случав должна быть паправзена къ центру сферы, то есть иро- 
тивопозожно направленно положительной воордянатной ое а; въ примЁрь 
ЭЗТамь мы позучити выражеше (334) дих реакщн по эт0й оси, поэтому 
реакщя Ям во похожительной нормали къ сфер: 


Еф ичучи=0 


выразится слфдующею формулою: 


Я (ой 92). ...- 


Изь этой формулы зждно, что движущаяся точка можеть сойти съ 
поверхности сферы тольБо Е® тфхь точкакь еж, въ которыху суниа (57-42) 
обращдется въ нуль, и поесть" Того ставорится отривательною. 

`Поотому, если #;>0, так’ Что вое движен“ точки горерщается ко внж- 
ней попуофер\, то точкя не оставигь сферы. 

Еезы ве 2550 м прим сриза ($ --уе,)тоже мене изза, то дяниу- 
щанея точка догжна будегь остапать поверхность, еще не доёдя до этой 
верхней пардазеав, 
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$ 46. Трене матерьшньной течки © неверхнесть. 

При двяжени одного таз по другожу, будеть ла 5 скольжене 
или ватанйе, является сопротивлеве движению, называемое тренеиъ. 

Съфхьшя наши о заковахь треш почеринуты изъ наблюдений. 

Разенатривая матерьяльную точку, находящуюся на данвой 
поверхности, какъ неязифримо-халое тёзо, а поверхность — какъ 
поверхиость реальнаго тёла, и примбняя къ вямъ законы треня, 
найденных изъ наблюдев!, шожемь ВыбБАЗаТЬ отй ЗАКОНЫ въ ств 
хующежь вид». 

1) Тюеше есть сопротивлене дивженю НАтерьяльной точки 
по новерхиоети, приложенное къ точ8В в заправленное противо- 
воложно относительной <корости точки но отношению БЪ поверхноети. 

2) Треше иожеть двйствоветь я на точну, покоющуюся на по- 
верхности, если проэкщзя не васательную плоскость равнодфйотвую- 
щей вевхь врочяхь задаваемыхь сил не равна пулю; тогда трене 
протяхоположно этой проэвлуи. 

3) Везвчина треня, призоженнаго въ дважущейся точеЪ, про- 
порцюнальна абеолютней везичик® нормальной резки 


ЗИ-н/®=ыг.И»......... . (363) 


тд® квадратные кори предволагаютея ноложительнымя, 

Еоэффищенть # веть оталеченвое число, величива котораго 
взвиснть отъ физической вриреды трущихся тёгь;- 

4) Величина трешя, прихожаннаго къ натерьяхьной 10чЕЗ, на- 
ходящейеся ВЪ ОТНОСИТеЛЬВОмЪ ОКОВ" ОтЯОбеННО БЪ данной по- 
зерхаости, выражаетея ток же фориулою( 863), ко численный кооффи- 
цуеять можеть вринжиать вслыя величины, оть нуля до нфкото- 
рагу числа В, большаго &;-токъ что треш ножду вззиино-нокою- 
щииися уВлами МОЖеРЬ доститалЬ большей величины, чкЪ трене 
можку туши же тБлаия, даходящиияея в. относитольвоит дриженщ. 

Предвожязь сущеетвоваше трены, опредёхзанаго отник вы- 
водеяниия изъ оныть законами, ножень составить сбдуюния диффе- 
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ревщажьныя урааиетя (365) двяжены иатерьящьной точки, па- 
ходащейся на поподвижной поверхяости, выражьемой уравнонеи: 


Роз), аньни а, + (864) 
пех ви. ..... (865, в) 
ту и... (865,5) 
пери пуп. ,.... . (365, с) 


гв Х, У, #7 вуть проэкщи на оси координать равнод®йетвую- 
щей изъ ориложенныхь къ натеръяльной гочк® задаваеныхь сяхъ. 

Нориальная реактйя выразится здбеь тош же самою фориу- 
2ю (317)*), кавъ и джин точки, неподверженной тренюо; чтобы 
получить эту фориуяу изъ дкфференщальныхь уравненй, помно- 
жниь каждое ва ту частную праязводную отъ /, воторал заклю- 
звотся во второшь ЧбНВ второй части отого уранвешя, по 6я0- 
жеши, восйозёзуенея равенстваия: 


даа, у, ав 
де а Рау Ка в" 


я (279); тогда получим: 
АУ ХУ МЫ, 


откудь сафкуеть такое выражеще для резки до положительной 
поршашя (въ случа поверхности неподвяжной): 


Щ_ ХУЙ Чт, у) 


ЯР: т ..:{8366) 


Еелн поверхность ваходитея въ дважены, ила дефориируезся, 


*) Приифвевною къ вепохважной поверхноетн. 
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то трене Фудоть противоположно относительной бкорости иатерьяль- 
ной точик 10 отвошенио къ той сред, жоторой принадлежит 
поверхногть; поэтому тогда въ дибференщильныхь уравкенихь 
(365), вибсто отношение; 


<! 


=& 


за 


должны входить Босинуеы угловт, составяяешыхь яноравлененуь 
относительной сверости съ неподвижными ослин воорлинать. 


Примёрь 28. По накзонной непохвыжной плоскости двитетон тяже- 
зад матерьяльная точка; опредфаить движению, принихак въ разочеть тьенге 
между зозкою н изоскоетью, 

Пусть 7 есть тоть навзоневёя плоскости нь горизонту; расвозожинъ 
осн Хе м Ув въ ваклонной шлоекости, обь Хз — горшюнтально, воло- 
жительную ось Уже но линш ваибольнего ската внизь, положательнув, 
9% 2" направвхъ периендикуларно къ пакзонной изоекости в притожъ 
зверхь. 

Зафеы 


Х=0, У=тони, И=: — тд 7, 


з уразнеше поверхности есть: #=0; иозуожу. форщула (366} дветь сяздую- 
кую зелвзину для резки по положительной ося 2: 


394) с08 /. 


ъдифферевщальных уравневя движения будуть сзфдующуя: 


х и, у рев лу, 


они тождественны съ дифференщельными уравненяыи движения свобод- 
вой тяжелой хаторьяльной точьв иъ вертинальной пзоскости, эези уско- 
`ренёе сязы тяжести ревно узш.7 я ебли движене происходить въ грехф, 
оказывающей сонротввхене постоянной величины жд сов 7. РАлннйе тавой 
задичи: зриведено на странннахь 243—144 этой княг; примфияя это р%- 
мене къ нашему приифру, вахо замфеить; у— черезъ ув У, & &-черезь 
ЕСА 
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$ 47. Диффоренщальных уравненя, нозузающеся 
чрезъ прооктироваше сить п ускорешя на паправлени 
скорости, на першаль къ новерхности н на бипержаль 
нермальмаго сбченя. 

Вь иъкоторыхь вопросахъ о движешы точки по неподвнаной поверх- 
ности оказывается полезною схфдующая форма дифференшальныхь урав- 
нешв: 


ти = Рсов (Ру) — ВУЗЕ. и. .. 86%, а) 
тс = Роз (Р,В).. А (363, ъ) 
той = Роз (Е,М)-1;......... {361, с) 


зд% М озночаеть направтене положительной нормали, % — реакшю во 
этой нормали, В — направлен, перпендивудярное въ эн №, в нию 
щее 10 же саное положене но отношению къ направхенимь о и М, какое 
изфеть похожительмая овь Уч по отношеняю къ положительнымъ осям 
Хо (0) а 2 (№}; ® есть врявизни нормальнато съчени, проведеннаго 
зерезъ направзене скорости 2; отношензе (1:5) веть геодезическая кривизна 
траэкторш. 

Дифференщальныя уравиен:я (367} получаются изъ равенетвь, выра- 
кающихь, что проэкщя ускорешя движущейея точкн на кажхое язь на- 
правленй с, В, М раввяется, хБаенной на массу точви, проэклан на то же 
заправлене равнодействующей вефхь сыгь, призожевныхь къ точкб; изъ 
числа этихь сикь реакийя напралена по № (ля протязоноложве), а тре- 
я1е — противоположно скорости. Въ саможъ два, проокди ккореы ва 
этн награвлевл рыразятся такь: 


: % о 
Форда» 9 ов (б, Буа вов (р,В) 
Фив (Мн ов (М), 
тдф р ознамаеть величину и направлене радуса кривизны гразатор. 


Но намь извъстно, что: 
М) 
р 


(294 ьз) 


{см. $ 36 формулы (293) в (24). 
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Дазъе, 008 (в, В) в (р,№); тЕБ верхы знажъ доажент быть в® 
тьхь случалхь, когда направзене р ооставляегь сь направешень В острый 
уголь; намъ же известно ($ 43), что: 


(р) 1 
т ............. (884) 


& потому; 
Фсов(е, уг; Фея (М) =ниЯ. 


Примичаще: Искаючикь величину р изъ раванствь (294 512) и (804), 
нозучымъ сябдующее выражев1е геодезической кривизны: 


ЕЯ), ............. (868) 
поэтому дифферениальное уравнен:е (367, В) можно писать м такь: 
Ел Я & (№) == Рев(Е,В).... (367,Ъ, 6) 


Этими уравнешями зоспользуенся въ стАдующемь примфр®. 

Приыфрь 29. Движешю матерьвльной точки по какой либо неподвиж- 
ной позерхиости, вредиодагая, что, 8 иекаюченемь норжальной редкий 
и тренёя, пивакихь другвхь сить не ирвхожено къ точЕ$. 

Вь этонь случав Р-:0, 3 лотому взь уравнения (367, &, М) будеть 
сафдовать: 


8У)=0 


то есть, что плоскость кризньны тразктеми вроходить черезь нормаль; 
значить тразеторзя есть геодезяческая Зин, 
Уразнене (367, ©) позучите сзфдующий видь: 


тоя 9, 
а веотожу уравневе (357, #} првмегь схбкуюз! виды 


в, .:::..- (969) 


11% ® есть величина радуся кризизны норьальнаго сфчени. 
Колы о разбматривать, хакь фувудю оть 5, то уравяене (369) пред- 
стазатся такъ: . 
р 
8(3)_ 


з 
к; 


= 2м- 
въ такомъ видЪ оно можегь быть интегрируемо по 5; получниъ: 


3 
2 
оо, рен [ $... (870) 
% 

Изъ этого выражевя выдво, что скорость точки непрерывно умень- 

шается, приближалеь къ ву аесимитотически; умевышене эго тнъ 
быстр%е, чБыъ боле кооффивенть тревш и чи бохье кривнана коодезн- 
ческой лини. 
‚„ $ 48. При изложении механики отдфльной весвободной точки, 
приходится нринииать въ разечеть снловоз дёйотвге преграды на эту 
точку, состоящее нзъ нормальной реакщин и тремя, приложаняыхкь 
ЕЪ 105%; приэтожъ мы задвомъ 020% динжен!е, ихи киноматическое 
соетожие поверхноети, образующей преграду, не принимая во вни- 
Жане того, что матерьяльнья точкь оказывает, въ свою очередь, 
иУкогорое силовое дёйетне на тёда, образуюнуя преграду. 

Если, но характеру вопроез, оважется необходинымь вриплть въ 
разечеть это дайстве, то мы вотретиися оъ одняиъ изъ вовроеовъ, 
относащихея къ иеханик»® систены точевъ, потому что вамъ вридетея 
тогда разематривать преграду не какъ киненатическое усжове, но 
хакъ систону движущихся натерьяженыхь тВлъ, иди, по крайней 
и\рв, какъ систему натерьяльвыхь точекь. Отсюда схВдуеть. что 
только при наюжени механики снетемы точекъ прежстанится наетоя- 
тельная кеобходимоеть установить покате о силовом дости 
натерьязльной точки на преграду; 20. ны сдъазежь ото теперь. 

На время предложожинь, что матерьявьная точка зи веть тёло 
нензмфрино-налыхь разифуровъ. 

При дёлетыи преграды на точку %, од изъ тбл, образую- 
щихъ преграду, ваходится въ неповрехотвеяномь прикосновении съ 
точкою т; вапрнифрь, воки преграда образуется новерхвостью хе- 
проницаемаго тёла, то матерьзльная точка №, кордь ом восво- 
бодна, ваходитея въ иепосредотвевномь прикоеновенм“ 5’ ии 
тфломъ, или, если натерьяльная точка находится на одножъ кону% 
тардаго стержни, & Бруой кожень ого изходитеы ВЪ иеподВияной 
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точ, вокруть которой стержень можеть вращаться, то натеръаль- 
ВА точБа НАХОДИТСЯ ВЪ непосредетвениомь вривосвовени СЪ БОНКОМЪ 
стержня. То тЬло преграды, которое находится въ непоерадетвен- 
номъ прикосновени съ несвободною натерьяльною точкою, назовень 
тВаомь В. 

Пусть 38 сть та точна преграждающей поворхноети, въ ко- 
торой матерьяльная точка 3% къ ней прикасается; эта точка 
принадлежить 7%лу В. 

Относительно силоваго дйстыя точки зи ва преграду, въ 
эналитяческой механик д®лается предположение, что это дёйетве 
веть сила, приложениая кЪ точЕЪ  тёла В и направленная 
противоноложно дЪйстню преграды на точку 2. 

Таким образомь, взанмнодьйетв!я между проградою и точкою 
эт разснатриваются, какъ противоположных взанинод®йствя между 
точвою 2 и точкою 98 тёла В; въ силу осноннато начала С 
{етр. 19} они суть силы равныя *). 

Онредфаяя же катерьяльную точку, кавъ изосу, сосредогочен- 
ро в геометрической подвижной точ, мы донжны будешь 
придать слёдующую форжу овредбленио поняты о свловомь хВй- 
отви точки м п врограду. , 

$ 49. ЛЕйстве матерьяльной течки ва преграду. Дав- 
еше точки на поверхность. 

Онрадьлени. ДаВСТыЕ МАТЕРЬЯДЬНОЙ ТОЧЕН № НА ПРЕГРАВУ ЕСТЬ СЕЖА, 


ПОВЛОЖЕННАЯ БЪ ТОЙ ТОЧЕВ 94 ПРЕГРАЖЕАЮЩЕЙ ПОМЕРХНОСТИ, 
СЪ БОТОРОЮ 98 бОББАДАЕТЬ; ПРЕДбОЬГАЯТСЯ, ЧТО ТОЧКА 


+) Сь точки зрышя моловузярной физики, взаимнод® сте между двуия 
тыаыи Ан В (черт. 20), авляющеесв при ихъ прикосновении, есть резуль- 
чать молекузарныхь иозииводфйстЙ между кажлою такою частацею & 
тыв А я каждою такою чаетацею © тбла В, разстоане между хоторыме 
зе бозфе радуеа дВйетвя частачныхь сигь. Велфяств!е прабней малости 
этого радуеа, изанмнодьйстве между тёлами, прикасающуныея въ одной 
тотБЬ К. привохится въ вздимводьйствИр между веська малыми частный 
ак В этыхь ть Кром того. так Бавъ молекуларныя снзы вовимнох8й- 
стыя между кажлою парою частниь предполагаются раввыми м иримо про- 
тязоподожныхн, то в взаижнодьйстия нежду а п 8 оказываются равными 
= иряхо вротиропохожнымя. у 

5 
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ЕСТЬ ВИВСТВ СЪ ТВМЪ ОДНА ИЗЪ ТОЧЕКЪ ОДНОГО ИЗЪ ТЪЛЪ, 
оБРЗУЮЩИХЬ ПРЕТРАДУ, 

Силь, приложения къ точк® 9%, соетоить: изъ дав- 
зешя точки 8 нА НОВЕрхность, РАВНАГО И ПРОТИВОПО- 
ЛОЖНАГО РЕАКЦЕ ИО НОРМАЯЯ, И ИЗЪ СИЛЫ ТРЕШЯ, РАВ 
Ной И ПРОТИВОПОЛОЖНОЙ СНБ ТРЕМЯ, ПрнхожеЕвной къ 
течка т. 

Ревва неудержизающей поверхности можеть быть направлена 
только по положательной порвали ($ 45), поэтому давлене ма- 
терьяльной точки ва такую позерхноеть можеть быть явправлено 
только по отрипательной нориаля. 

Пожная величина свлы дёйстья матерьяжьной точки на по- 


зерхноеть равна: 
РЕ ТН и:......... {211 


ваправленю ея составляеть съ норшелью уголъ, тавтевеь вотораго 
равень х. Величика х равняетел коэфищенту тренйя #, есхи точка 
даижется по поверхяости; ели же точка, поконтея на поверхности, 
то = можеть получать величины, заключающияся въ пред®лахь 
сть нуля до фи (8 46). . 

$ 50. Дифферищальныя уравненя движеая ма- 
терьяльной точки, свебола двилешя которой ограпичена 
двуюя пересфкающимися новерхиостяии. 

Если 06 поверхности — удерживаюнуя, то натерьяльнал това 
вожеть нЕЪть движене только но линии первсфчения поверхностей, 
3, слЪдовательно, оворость точки букеть направлена по касатель- 
2ОЙ БЪ этой кривой лиши. 

Пусть 

фи, у, ,д)=0.... 


Ву, 2. 0==0.............. 


суть уравневя поверхностей; похожииъь, что вфть треня шежду 
иатерьяльною точкою и поверхностяии и что Х, У, И суть проэвии 
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на оси коордивать равнодфйствующей изъ задаваемихь силъ, при- 
ЗОЖеннЫхЪ ЕЪ 10ч5%. 

Крон задаваемыхь сижь, къ изтерьяжьной точк® приложены 
еще пориальныя резки обФихь поверхностей. 

Проэкизи на оси воординать реакции нервой поверхности суть: 


Сей 8) 
м, ый, ый; 


проэвщи резиши второй новерхностя равны: 


д о, ый. 


Въ силу осповвыхь начал ($3 14), дифференщальныя уравие- 
мая дваженя этой матерьяльной точки будуть схвдующи: 


4: 
техн ны № 


== Уь Инь линии, (874) 


ти А 

Дах опредёленя ханжена точки иожно поступить схвдующежь 
образомь: исключить № я , изъ уравнен! (374), везвдетвую чего 
получится одно хифферонщальное уравнене, ие завлючающес этяхь 
иножитеней; полученное уравнеше надо ивтегрировать, принвиая 
ве ианнане, Что 2, у, д и Ё связаны уравнении (372) и (373). 
Ностоанвыя произвожьных опредёлатся лю начахьнову положено 
точки и по начальной скорости в. 

Для опредфленя вехичинъ резкшй поверхностей, состазииъ, 
изъ дифферонщальныхь урзанени (874), скёхующия два уравнения: 


ААУ -НЬАЕАК, сов (М, Муту") — 


{+ Уи №)... 85) 


дар бсов СМ, № -боуне т а -- Ву) 
— (+ 24. .. 826) 


Им 
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Вихь вторыхь чаетей этихъ уравненй поназываеть, важииь 
образоиь они получились изъ уравненй (374); № и №, озва- 
чають направлена подожительныхь норщажей къ поверхностянъ 
{372) и (375). 

Члены, заключающ -убкореве, иогуть быть искиючены изъ 
ураннев! (375) и (376), сли вривать во внижаню, что уекоре- 
816 точви должно удовлетворять усложянъ: 


1-Я 

то ость разенстваиъ: 
ра а" И! Кр 0. ан... ей) 
и УичкЬо;.......- 18) 


вел деть этото, уровни (375) н (376) получать такой видъ: 


+2042) 
Я, соя а 5+7) 89, =) 
(кхе У 2) 


7, воз (№, №) + == у. 


„ (819,5) 


ТА 
== ыар, Эыемдр, 


Пели первая поверхвесть есть неухерживающал, то иатерьяльная 
точка ие оставляеть вв, пока реакция 9%, ниВетъ вежичину полжи- 
тельную (т.-е. направкева по положительной воршали №,); въ той 
тов вривой ини, въ которой реакция 9%, обращается въ вуль, а 
при дальн вен» двыжении по кривой долж» была бы ствтъ отрица- 
тельною, въ такой ТочкВ вривой лини матерьззьня точка остввллеть 
нервую поверхноеть и кривую хянтю, ие сходи 60 вторей поверхности; 
при дальн шемь деижени изтерьяльной точки, д, равно ужо. 

Если 06% поверхности неудерживающы, то маторьяльная точех 
зющеть оставить и ту к другую. 
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$ 5. Законъ живой силы для матерьяльной точки, 
движущейся по кривой лини. 


Изь днфферонщальныхь уравнен!й (374) вобтавниъ уравнение; 


НИ НУ (+ 


чит). 


ели прива иснодьвжна, то еоть, есля уравнены (372) и (373) 
не заключаюгь времехи явиымъ образом, то тогда уеловил: 


выразятся тьвЪ: 
о, о, 


= тогда нервое уранневе настоящаго нараграфа получить нидъ 
уравненя (311) параграфа 31-го. 

Разеуждая халье такъ же, какъ въ 8 26, нридемь къ сл 
дующену завлючению: 

Если матерьяльная точка находится на неподвижной 
кривой зщийц неизмюняемоо вида ы если приложениыя кз 
ней задаваемыя силы ипмъюта потемиаль, то дашижеще точки. 
подчиняется закону живой силы. 


$ 52. Резаки пенодвижной кривой лини, удерживаю- 
ей матерьальную точку на себЪ. Давлене точки на 
кривую. 

Бога удержязающая нриваа неподвижна, тогда то сажое 
яфференщальное уравнеше, которое позучается во искачени 
нножитеюй № и Х, въ траввени (374), состааюия прамо, 
если выразинь, что произзедене яз ивссы точки и прозкии 
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ускорена на паправдеше скорости развяеня прожкщи ва то же 
нвправленще равнодфйствующей изъ задаваешыхь сить; получииь: 


т Рив *).......... (380, =) 


Выраженя (379, за, 5) тоже жогуть быть составлены врямо; 
они выражають провкии на направлена нормалей №, и №, равно- 
двйствующен изъ резвшй Я, и %;; ооначимь черезъ $ величину 
и навравлене этой равводвйствующей. 

Составяиь равенство, выражающее, что стииз прозкий зефхъ 
салъ, приложенныхь къ точкф, на ванравяене радгуба кривизны 
вривой равняется проэкщи ускорешя на то же направлен, нпомно- 
женной на изсст точки: 


т т=Р 03 (р) воз 8,р)....... {380, у) 


Крожв того, суима праэкщй т®хъ же силь ва напразжене 
бинормали равна нулю, такъ какъ бизоршахь или вторая главная 
вормель перпендикулярна къ ихоскосты кривизны кривой,  усво- 
фене движущейся точки завлючается въ плоскости кривизны. 


0= Реоз(ЕЬ)-- $ с05 (В,5};....... {380, ‹) 


нанравлено бинормали $ предполагается здфсь проведенныхь въ ту 
сторону, въ воторую была бы ваправлена положительная ось 7^*, 
если бы положительная ось Х”” инфхь ваправлеше скорости, & 
положительная обь У“? ваяравлене гавнной норвали (черт. ЭТ). 

Такъ кавъ В заключается въ Норжальной плосвости къ кри- 
вой, то кавъ величины, тавъ я ивправлене ед внодн® опред- 
ляются изъ равонствь (380, Ъ, с). 

Черезъ одну и ту же кривую лиа!о можно вровеств безчисден- 
106 зножество поверхностей и эта вривая можеть быть разематри- 
заена, какъ лимя пересфченя которыхь либо двухь Шт нихъ. 


‚  *) Предоставаявиь втателю убёдитьол, что дифференщельное уравнение. 
(380,5) есть то самое, когорое, въ случа неподвижноети кривой, получается. 
изъ дифференщальнаго уревневя (674) лое26 новхюченыя множителой }, я \,- 
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Если об поверхности, выражаеныя уравненани (372} (373)— 
удержизающыя, то мы можень зашФанть ихъ двумя другиши по- 
зерхностянн, нроходащими черезъ ту же кривую дни и такихь 
паръ поверхностей — безчисяенное множество. 

Какъ дифферениальное уравнене (380, а), такъ и равенства, 
(380, Ъ, с), совершенно не зависть отЪъ вида этихъ поверхностей, 
поэтому ножно, оставивъ въ сторонв везкйя разеуждешя, относя- 
ася къ этямь поверхностяиь, предиоложать, чт ‘аиз кривая 
лишая удерживаеть на 066 матерьяльную. точку, оБазывая резкую 
3$ твиъ прячиваиъ, которыя побуждають изтерьяльную точву сойти 
въ этой кривой. 

Иитегрируа хифферевщельное уравнене (380, 2), опредваииъ 
движеше точки по кривой; язъ равенотвъ же (380, Ъ, с) опре- 
ХБлитея рецяция $ крысой лити, завлючающался въ поризль- 
ной Влоскости кривой. 

Означииь черезь ИЖ» величину и ваправлене кроокои снза 
Е ва пормальную плоскость; величина вл равна: 


Е = Ра (#}, 


а проэищи ея ма направлешя ри © раввы прооккрамь склы ЕЁ 
за 76 же направлеюя; позову ранелетна (380, Ь, с). нежно. 
представить такЪ: 


евр — або Ры) | 
} 
Зовфи= — — ВьсвсРьБ ] 


Реакция $ есть сила ХБбетя кривой живи на матерьяльную 
точку т, криложенвая къ ой точкь; обратяю, саловов х®Абсгыю 
точкя 9% ва вривую ЛнЯМо, так называеное давлеше мошерьлль- 
ной точки на кривую имиию, кредпохасастся крихоженкыйь кЪ 
той точвЪ М кривой, въ которй М нахоримюн и иредлоль- 
твется раввыиь и’ противоволожанит - резки. $. г 

Поотону давлоню также эвключлетея вЪ порнАЛЬНОЙ ШАССИ, 
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® зеличина и направлене его опрадфлатея но сябдующимь фор- 
хулаиЪ: 


ео (др) Ен со (Еи,р) —и* | 
Рес (25) = Е» воз (Ен,6) 


Этя формулы выражаютт, что давдене Г) ест равнодтяствую- 
ащая и силы Е» (прозвщя свлы Ра нормальную плоскость), 4 #35. 
силы =, направленной вротивонолооюно злавной нормали. 

Эта, направжевиах отъ центра кривазны кривой, сила пред- 
ставлаеть ту часть давлешя точки вк кривую, которая произ- 
зедится стренленемь матерьальной точки сохранить направлеве 
своего движеви; сила эта называется цезиирюблюсною силою. 

Реакщия неподвижной кривой лит есть равнодтйствующая 
изз силы, равной и противоположной силь Ки и мзз силы, 
равной и протмеотоложной цензтробъжной сна. 

(На чертежь 21 наображены: вила Е» зишею МИЁ,, нротиво- 
позожная об лищею МО; центробёжная сна — лимею М; 
сила, противоположназ центробфжной, изображеяа линею Мю. 

$ 53. Примёры решения вопросовъ о движени матевх- 
лЬНой точки пе данной кривой лини. 

Прамфрь 30-й. Маторьяльная точка двяжется во каво ибо 
неподвижной кривой лики, касательная къ которой изифнаеть 
свое направлете непрерывнымь образомъ влоль по всей вривой; 
никакихь сить, кроиф резкщи кривой, не приложено къ точи%. 

Въ этихь скучвяхь данжено удовлетворяет завову живой силы, 
8 потому © явфеть постоянную вежиаину; дахфе, легко найдем: 
8—8 0$, или движене навравхево въ эторону зозрастажщихь 5. 

Давлеше точки на кривую приводится эдь въ одной только 
центробфжной сихь, которая, вояфхетвю постоянства скорости, 
обратно пропорщональнь радует вривщаны. 

Принфрь 31-2. По зако ибо кривой лини дзяжется иа- 
терьяльная точиз, къ которой приложена сика, валравлонияя по 
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васательной, п стремящазон приблизить двзжущуюын точку къ 
иФвоторой точ5® 5, кривой; величина силы пропорцюнальна вези- 
чит разстояня движущейся точка отъ точка 5.. 
Дифференщальное уравнене (380, а) получить эдфеь сдф- 
ХующИ виды 
4 


38 
тр ийя, пог 0 


40 з ___ 4 
ти= 9, кома 95 -—р; 


ТакЪ Что, ВО ВОЯкОмЪ случа: 
ЕН —=-—т,. 

Интегралы этого днфференальнаго уравнензя: 
и); +, 
8=958 (с), саге; 

(сш. стр. 66, прик®рь 8-1). у 


Давлено ивтерьальной точки на кривую м здфеь праводится 
БЪ одной центробёжной сял%. 

Прямьрь 39-й. Двяжеше тижелой точви но инкловд», оввлючажищейся 
въ вертикальной плоскости ХУ, и расположенной таЕъ, кавъ вохазано на 
чертежахь 11 и 31 кинематической частя; положительная 0вь Узть имдетъ. 
жаправхеве снхы тижости, 

Уравневя иривой (см. стр. 14 кннематической части): 


= В --9в«), у== В(1 008 ®). 


4Тазъ какь потенщель снлы тяжести: (иду, то выражено закона 
живой енлы будеть, въ этомъ случаф, сабхующее: 


5 — &`=99.8(608 ® — 608 3). 


97—49 8 (ее — и"), 


(си. стр. 58 и 54 кннематичесяой звоти). ^ 
Равенетву (383) дадимъ виды: 


9. а 4 Ви? 
о=8-У ВУ 2—5; бы, 
чнтетрируя это уравнеше, похучинь: 
в-ава(8У 2 +е); он агзш а. (384) 


Давлеше за кривую состовть изъ центробъжной силы в проэкщи саты: 
тяжести на нормаль къ кривой: 


т (#908 (№, У), 


гд® М означаеть направхен!е яормаки, проведенной въ выпуклую сторону 
дикжонды. . 

По свойству чыклоды, уголъ (№,У} ривень 5 {см. стр. 54 и черт. 31 
кинематической части) н радуеь вривизны вдвое бохве длины `ВИМ (ом. , 
тоть-же чертежь); . 


ММ=2Е сот, р=4Встт. 
Такъ кавъ: 
св УВ 
08 3— аЕ › 


то Р зыразитса вЪ 3 схбдующимь образомъ: 


Ты 
р а УЕ ° 


Изъ выражен (384) видно, что тажелая иатерьальная точка сонер- 
ниметь перюдическое кохебательное денжене по циклондЬ, откхоняясь на 
разетрашя |- 9 ц -—— 4 отБ нижней точки цикзожды; время Т, нотребное дах 
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перехода точкн изъ похожем 8=-+4 вь полощене 3—4, или дал. 
обратнаго двнжены, не завиеить оть величины 4 и равио 


т=у #8. 


Прикфрь 33-й. Движене матерьяжьной тажезой точки по удер- 
вивающей овружности, заключающейся въ вертивальной нлосбоети. 

Возьшень центрь окружноств за начало. коорхинать, ось У“? 
налравимь вертикально внизъ, обь Х“* горизонтально въ 0400- 
кости круга. 

По закону живой силы: 


= (Ву — 29%), 


изн 

2—5), еенелина (385) 
таб: 

$=и—Н, Н=:. 


Величины Ниф нывють слдующих значеня. Если представить 
«еб, что евободная тяжелая затерьяльная точка будеть брошена 
внизу вверхъ 5 начальною скоростью и, то она поднишется на вы- 
соту Н задь тфиъ уровнень, съ котораго ола быка брожена; если 
этоть начальный уровень быль у-=%, то свободная тяжедая точка, 
брошенная вверхь со скоростью ®», подинметсв до уроввя у==5. 

Если этотъ уровень нервсфклеть окружность (т,-в. всля 5> — Ё), 
то скорость обращается въ нуль въ точкахъ пересфченя, кАКЪ 
видво изъ уравнешя (385); движене совершается тольво по той 
части окружности, которая инже уровия у==0. 

Если же этоРь уровень ве перебфкаеть окружности (т.-е. вся 
$<— В), 10 вороль движущейся точки не обрыщьея въ нузь 
ян въ какой точвВ окружности; въ самомь хВлЬ, ноложинь: 

$=—&—& 
тдв Г божве нуля, тетда урарноше (385) получить саЗдующуй индъ: 
. а Е-, 


в отсюда уже дено вадно, что 4" ве обращьется вЪ иужь, пока точка 
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оотьетоя ив овружности. Въ этяхь случаях движение совершается 
10 воей окружности безъ остановокь и безъ пережфны ивправле- 
мя скоростя. 

Эти два рода случаевь раяскотримъ отдёльно. 


1. 5>-А. 


Овначииь черезъ`ф уголь, соетавиденый рактусонъ вектороиъ 
движущейся точки ©ъ положительною осью У“, тогда ураввеше 
{385) получить слфдующИЙ видъ: 


в (=) =29(В 008% — 5), ......... (386) 


в (= ее вов В)=40 (мб ви"), 
ТАЗ: 
<088= }. 
Такъ каюъ утонь ф ве ножеть быть боле Ви не можеть 


быть ненфе (—8), то выразииъ синуеъ половины этого уг сл%- 
хующижь образонъ: 


тов будеть: 


дифферентальное же ууавиене (886) получить, новхВ вадлежа- 
щихь сокращен, слфдующИй видъ: 


(2) 


ПАОЕИВ Х.-7 : 
(1 зобаыи ы в 


яли по извлечени корня в но отдВлеши переюънныхь: 
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Корень, ваходящйся въ знаменатен® первой части, ие обращдется 
въ нуль ии при вакихъ хветвительныхь величинахь ч, если только 
2, в Потоиу ЭтОТЪ корень долженъ сохранать свей эвавъ во вое 
время движения; изъ этого сябдуеть, что в знавъ хнфферевиала #9 
обтветея, во во время движеня, постоаниыиъ; знаяЪ стоть опред®- 
литоя изъ равенства (388), приифненнато въ начальному моменту. 

Въ это равенотво входить, однако, нёкоторав величива, ко- 
торой шы иожежь придать звакъь илюсь нли ичнуеь, ао желанию, 


это иженно: 
05 у — 


сели же жы усховимея придавать этой величин тотЪ жа саНЫЙ зЕЗБЪ, 

БАВОЙ ИИбеТЬ ВеЛИЧННА фу’, ТО тогда звАКЪ ВЕЛИЧИНЫ чу, СЯ ДОБа- 

тельно и производной у’ будеть во вобхь случаяхь и воетда — 

похожительный; тоть же самый звакъ должень будетъ вить и ко- 

реяь зваменателя первой части дяфференщальнаго уравненя (389). 
И такъ: 


<, ван ф’>0, 
>, ви '<0; 


утохь я немрерывно зозрастаетъ отъ «воето Начальнаго значена 
и завоиь возрасташя выражается равенотвомъ: 


= 


в 


+=У Р(ьма 8) (в )),...... (891) 


тд5 Рой) ель тоть сашый интеграль (формула (846), который 


. (898) 


1- аш 


зи; 
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вотрытилея намъ при рёшеши прямфра 27-го; разница заключается 
:. 

Въ принфрё 27-иъ были доказаны вкоторые свойства иято- 
града Р(и,), в затфиъ, на основан этихъ овойствъ, оказаловь 
зозножныхь получать шоняте о перфодичесвомь харзвтерв двя- 
жешя; то же сакое ножеть быть сдфлано и злфеь. 

Изь фориулы (387) видно, что слВяующииь величинаяь л 
оотвфтетвують сиздующя величины 9: `^ 


тозьво въ вырыжеши величины №, которая здфеь равняется эт 


вогда ч==0, 5, т, =, 2=, з, З=, =, нь 
тогда 9-0, в, 0, —8, 0, В 0, —В....... 


з такь БАБЪ ф изифняетея ненрерывно, то радусь вевторъ точки 
соверыаеть вачаня, отвховяхоь на уголь В въ положительную сто- 
рону и ина такой же уголь — въ отрицательную. 

Изъ того своймтва интеграла (346), которое выражается рз- 
ВеНСтВОЪ: 


ИЕР Ю-ЕСЙ)......... (848) 


слфдусть, что перехоль точкй изъ одного врайнато положены В 
(черт. 22) въ другое В, или обратный переходь изъ В, въ В, 
совершается въ течени пронежуткь вреиени 


т=У Ерш... ... 899) 


Я 910 таков же вреиа потребно для движешя оть середины дуги 
5, до одной изъ крайвихь точекъ и обратяо въ 55. 
Изъ свойства, выражаенато равенетвомъ 


Ека, .......... 849) 


чявдуеть, что шатерьяльная точка соверюаать пераходь отъ точби 
8 до одной изъ крайнихь точекъ въ течени врежени ЕВ «только 
же врежени требуоть и обратисо двяжене. 
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Даяёе, няъ свойства (348) н ва оснозаши фориужь (387) 
я (391) сявлуеть, что, если въ ивкоторый моменть времени рз- 
диубь векторь ОМ (черт. 22) отклонень ив уголь ф оть верти- 
БАЛЬНОЙ ЖИВИ, 10, 10 истечения промежутка времени, равезго 7, 
овъ будеть отклоненъ в& уголь (— $), то воть, на тотъ же сащый 
уголь, но во другуй сторону отъ вертикальной хини; значить, въ те- 
Ченйн отоРо промежутка врешени, матерьальная точка совершить дви- 
жене отъ М въ Виоть Вкъ М, или отъ М къ В, и оть В, въ М,. 

Величина промежутка врешени 7, называемая продолжитель- 
востью размаха вруговаго изатнивз, вычиеляется по формул: 


ПринвнивЪ къ подъивтегральной фувкши схёдующее разао- 
жене въ радъ: 


й 
п Зи... 


(а х надо заифиить произведенемь вт батя), н прниявъ во 
внииан!е, что: 


зохучияь сибдующее выражене для 7: 
тезу Пн... |... 69) 


При доетазючно-нахонъ В можно отраничиться детвя первышя 
членами этого рада. 
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иди ке угохь этоть СТОЛЬ Мажь, что иожно положить: 


вв. 
р Е в 1", 


ТА в" означавть чшело секундъ, заключающееся ВЪ этомъ угл, 
то ХТ выразится такъ: 


ТИ Е (1+ 1")........ (385) 
п. 5<—В. 


Позожинь = — Е—Р тогда уравнеше живой силы получить 
саздующ видъ: 
9'==29(В ово + Е- 0, 
или: 


в) -мевчь-ввче 1), 


отеюда, 0 извлечения корвя, по отдфлени перемфиныхь и по 
интегрировани, получинь: 


4 
Е: Е 
яя [у 1 а 2%” (896) 


9 


ТАБ звакъ плюбь дозжень быть взать въ тВхЪ случьяхъ, въ ко- 
торыхъ вачальная скорость нзправлева въ сторену увехичиваю- 
Щихея ф, а знвЕЪ минус — въ случаяхь противопохожнаго ва- 
правленя начальной скороетв. 

Ивъ этого равенетва ведно, что угояъ х неврерыяио возрастаотъ 
или- убызаеть и что зозраставе угла 9 ив Эх совершается въ 
течени прешели: 


: 
: 
ав % 
Т= = А ,..... (397) 
к ви /| ти 
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тавъ что въ точещи этого врешеви точка пройдеть всю овруж- 
пость ОдвнЪ разъ. 


Ш. 6=—В 


Если похожниъ 3=== вЪ случаяхь 1 рода или 1=0 въ сау- 
чаяхь П рода, то позучаиь формулы, выражающая дважене, 
воворшвемое матерьяльною точкою въ томъ случа, когла $ =— В; 
Т&БЪ КАБЪ 


то равенство (396) получить, при {==0, саёдующий видъ: 


==У ВЕ ни: (898) 


гдё верхий знакъ должень быть взать пря $;>0, нвжы!й — при 
4'<0. 

Ели $5>0, 10 ‹ возрастать; ото возраставе становвтся 
в66 белье и болфе, медденныюь, но мёрё приближена въ х; изъ 
(398) видно, что при ф=ек, #==00. 

Ели 9%<0, то ф убываеть и быстрота убывашя ставовитса 
30 шенфе, по мфрв приближеня къ (—*); изъ (398) видно, 
что тогдд при ф-т, #2200. 

Во веякожь случай, при 6-=— Я, движущьнся точка вобими- 
тотачески приближается вЪ высшей точь® окружноста, 

Првифрь 34. Кривая т& же самая, 970 и РЪ предыдущем 
пришрв, но оив предполвевотея тенерь неудержявающею для пе- 
реищен!й ивтерьяльной точки ваутрь площади, ею отравичиеаа- 
ной; опредьлить мЬсто схода тажелой матерьзльной точки съ этой 
овружности и дольнёйшее движению. 

Сотиаено съ усяовужии, схВлвнинии въ начат вараграфа 34-го, 
иванмень уравзон!е веудерживающей кривой слёдующинь образонь: 


вече 


78 
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затфвъ составииь вырежеше хзя` ^ но фориулв (317) (8 40). 
Здбеь: 


Х=0, Уи, —2 у, МЭВ, 


я ыы 9 
оО, ро, у, Ки, 
зеетожу: . 
Ат, ленин (898) 


Но движене точкя удовлетворяеть завону жиной силы: 


я=у— 9, 5=№— В, В=, 


8 потому: 


Изь уравнения живой силы вядно, что у не кожегь быть менфе 5. 
Поэтону, вояи 5>0, то разность („— 26) не можеть быть 
женве 35 сзВдоватежьно, при 5>>0 точка движется по привой хи- 


ви, не оставляя ея; если она прикрплена въ вояцу гибкой ие- 
фастяжииой иитя, хругой конець которой приврёилеть кЪ начаху 
воорхазать, то нить остается ватянуюю во вое врешя движения; 
величина ватаженя нити раза 2). 


Чили $<0, во 25>— 2, то Х обращаетея въ иуль при: 


ровень узи, ниже уровня уз, если 5<0), в при дальнёй- 
нень дважевы точки по овружности, › должяю сдаться от- 
рипательныеь; поотоиу въ точкё опружноетя: 
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движущаяен точка оставить вривую и станеть описывать нфко- 
торую параболу, касвтельную къ овружвости въ этой точк®. 
Опредфлижь вЕдъ этой пароболы н двнжеве иатерьальной 
точЕн послф того, ЕнЕЪ она оставить окружность. 
Пуеть & есть момент времени, въ который движущалея течка 
обтавлаеть вривтю; въ этотЪ можентЪ скорость движущейся точеи 
иифеть слфдующую величину и слёдующее изправлене: 


и=И —&Я=И —ч, (ых) 


4 
сиу = = У у 


Свободное движене точки будеть слфдующее: 


=а-Ры Ш) 


—# 
иен, 
выелый уровень, до котораго она достикнотъ, будетъ няже уровня 
$-=В, 8 ииенио: 
ва 4ы. 
У) = 
На чертеж 23-мъ львы В.В изображаеть уровень у==Ь, 
акиш ЕК уровень у= $, точвь С — высвую точЕу цара- 
Фоды, точка П— нбето зетрёчЕ параболы съ окружностью. 
Еле 230 и 5—8, 10 тотда развоеть. (—#5) остается 
позожитазьною при всякомъ положеши зочён ив окружиоств, & 
зотожу движущаяся точка ижгд® ие сойдеть съ овружисти. 
Прижьрь 35. Тз же окружность предлолагаетея неукержи- 
вающею для перешфщевнй натерьяльной точки зваружу вруга; 
<иредвнить ифсто схода тяженой матерьяльной точкя, 
Въ этомъ случаф уравнеше круга сяБлуеть писать такъ: 
фу —В=0, 
16* 
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з нотону: 


Изъ этого выраженя прямо вадво, что ва ивжией нолусферь 
ТОЧЕЗ БаходДиться не ножЖотъ. 
Изъ выражена же: 


=—ж 


жожно заключить слёлующее. 

Ели у<0 и прятомъ „< то ^ будеть боже пула до 
тёхъ пор, пока движущаяся точкь не опуститея до уровня 
Уз на этомъ уровыв точка сходить съ окружноети (см. черт., 
24-й, нь воторожь точка А изобрыжаеть вачальное похожене 
АВЕЖущейы точки, лишя ЖИ — уровевь 9=15). 

Если у 5, то движущаяся 10458 оставляеть окружность уже 
въ иачальнонь своевъ положены, вехи еворость ев навравлева виизу. 

Если >аЬ то движущался точка оставаяеть овружноесть 
въ самато начало дввжешя, кавъ при направлени вачальной ско- 
роети внизъ, такъ я при ваправлещи ея вверхъ. 

$ 54. Венресы и задаче о движени несвободной иа- 
терьяльной течки, которыя могуть быть приведены къ 
опредфленно относительнато движеня течкн ие отноше 
ию къ иъкеторой движущейся сред. 

Задачи о дзижешщы швтерьальной точки по дамкой движу- 
щейся поверхноети или зинм могуть быть рышевы, иди тавъ, 
вакъ показано выше, или еще слёдующииь образолъ. 

Представниь себё дввжущуюся среду, которей привадлежить 
данкая поверхность нии зан, и составинь дифферващальныя 
уравяензя отвобжтельнаго движеныя матерьяхьной точки по отво- 
шеню къ этой среда; интетрируя эти дифференщальныя уравие- 
ия, найдем ршене задачи. 
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Еви двяжущазоя поверхность изи лин не изм вняеть своего 
звдь, то вреда будеть нензьфняемая, неизифино связанная съ 
это№ поверхиостью али линею. 

Дифференщажьныя уравненя отпосительнаго движеня несво- 
бодной мвтерьяльной точки будуть отличаться отъ дяфферевщаль- 
ныхь уравнешй (233) (стр. 149—150) тВшъ, что телерь во 
вторыхь частяхь уравнешй будуть завлючеться еще члены: 


9$, 56, 94, 
Нбр об ьй, обе, 


зыражающ сумиы проокщ! ла оси Я, Т, 2 резкий поверхностей 
Ф,(, ‚0 =0, $: 1, 9=0, 


образующихь свониЪ неробфченемь ту линю, по которой должна 
двнтаться матерьяльная точва, 

ели матерьяльная точка отревичена въ свовшь движения не- 
тладкою поверхвоетью: 


ьъ9=0, 


ло 30 вторых частигь дифференщетьныхь уравнение относнтель- 
наго дваженя должны будуть заключаться сифдующе члены: 


-дФ заФЕ 
АКИ а 
46 14Ф 45 
ли Иа, 
99 __ и: 
ВИ. 


Пряяврь 36-8. Матерьяльнах тяжелая точка движется по лини, 
зоставлающей съ горизомтомь уголь «7; эта лия движется постута- 
тельно, причень всё точкя ся движутся вертякально съ постоянныхъь. 
усворешежь 7 но положительной сек 2, ваправаенкой внизъ. Въ ва- 
чать движения (я.-е. пры #0) скорости вебхь точевъ хижги равны 
иузю; въ тоть шоменть натерьяльнья точка паходикаеь въ тОЧк 
Ю лаиктщека хин и абсолютная скорость ел быль равна зухю. 
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Возьиеиь положительную ось Т по направлению лини, вниз, ось. 
2 — перпендикулярно въ лини, вверх. Урфавнеяя хими будут: 


5=0, #=0. 
Диффоревшальныя уравнемя движеня будуть: 
вор у -— тузи- 


0— — жу сов Л-НА-Е му сов. 


Второе язъ оэтихь уравненй опредфлаеть резкию по поло- 
жительной оси Я; равное и противоположное резащи давлеще 
ивтерьяльной точка па линю равно: 


Ф=т(у —]е0з 4. 


Еели 7 есть велячива положительная, то это давлене мевве 
давлейя ту сов 7, производииаго вЪеожъ точки; осли же / будетъ. 
величиною отрицательною, то давлеше будоть болфе вфеа точки; 
влвдоватежьно, при равнож®рко-ускореннохь движени лини сверху 
виизъ давлене ивтерьяльной точки из лиНю уменьшается, & пре 
равяомврно-усхоренлонт движения снизу вверхъ — увеличивается 
сравнительно съ девлемемъ, произнодищыиь тою же точкою из. 
неподвижную лин. 

Первое ивъ предыдущихь уравневШ, по сокращены ва тв 
по интегрирован, хаеть закоиь даиженя точки по прямой: 


л=9 Я рат 


это — равноускоревиое даимен!е съ усворешеит. (0—7) в Л. если 
Я будеть боле 9, то точка будегь подививться вверхь ко дини. 
Примврь 87-5. Движеве матерьяжьной тяжелой точки по 
вакой бы то ик было кривой хин движущейся. постувьтельно. 
<” Ютвоаительное двнхиве матерьяльной точвы совершлется такъ, 
вакъ совермалось бя абоолютное движеше по той же неподвяжной 
кривой зивы, ссхи бы, крокь сялы тяжести, была еще врило- 
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жена въ матерьяльной точ® сила, равная уно» и противополож- 
нвя ускорению м» точки Ю, 

Пранфрь 38-1. Движене тажелой ватерьяльной точки по 
прямой дви, уриваддежащей неизивняемой средё, вращающейся 
равноиврно вокрурь хоризонтьзьной оси. 

Проведемь кратчайшее разотояне между ой вращеня и дви- 
вущеюся лишею н возьжеиь неподвижный кояець его О за начало 
еподвижаыхь осей координаТЬ, а тоть жонещъ его, который из- 
ходитея на движущейся лиши — За начало Ю) коорхинатныхь 068й 
=, Т, Й; за положительную се Г возьмекь уродолжеше нзиравде- 
ня ОЮ (си. черт. 25), ось = расположикъ по данной лин, 
0% Хм? по иваравленю оси вращемя и угловой скорости, & ось 
У“* вертикально внизь. При тавоиъ выборв осей, ось У будетъ 
БаБлючаться иъ вертикальной плоскости ©, проведенной черезь 
ось У“, Чересь точку Ю провежежь ваправлене ЮХ’ парая- 
дельное положительной озн Х””, пуеть -) веть постоянный угохь 
=ЮХ,, образуемый направлевями осей Х и =. Плвияь РР, 
проведенная черезь нзиравиых Юз х ЮХ,, пернендикухарва 
Еъ наиравленю ОЮТ, а потошу въ этоЕ няоскоети заключается 
05 ЮЖ. 

Угловая скорость маправлева по оси Х"® или но ниш ЮХ’, 
поэтому проэкщфи ея на подвижныя оби равны: 


Р==ее03 1, 9=0, г=— «вт, 


Усвореше точки Ю кавравлено ко ЮО и равно «1, ведк { 
означаеть дливу ЮО, нотому: 


9. 608 (2) ==0, и, 608 (вх)=— «1, . 603 (2,0. 


Реавща В пращой лкийн заваючазтся въ плоскости У. 
Проовщи силы тяжести на ваправлене оси Х и на направле- 
ве ЮЕ (лия пероебченя плоскостей 00 и РР) равны: 


Т==19 608 #4, — — 19 8 о, 
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ТА% «ё веть уголь УОТ; поетому провкщи силы тяжести на на- 
правхетя осей Я и Я равны: 


=== дыре т], = — тд 3 «Ё 0037. 


Кром того, такъ кавъ матерьзльная т0ч55 движется по 0ен 2, 
0 пис равиы нулю. 
Составимъ тенерь дифферевщельныя ураввешя; оии будуть 
слъдующи: 
т! == — тузы а о тои 7, ... (809, =) 
0—9 вов (Вх) ао с09 «Е то -- Занай' эт Л... (409, 5) 
0=3 сз ($8,2) — тусоз ча 6 -- то т 7037. (40%, с) 


Интегрируя первое ивЪ этихь уравнени, получишь выражене 
движеня точки по прямой; второе и третье уравнешя послужать 
дан опредфиеня везичины и ваправленя резки прямой лини. 

Сократииь уравневю (402, а) на т п положимъ: 


. ШУ < 
НХ реннуУт ра 


зогда это уравиеше получить сяфлующий вихъ: 
оз И, еенннаь (493) 


Интегрирован!е такого уравнешя коказано ид страницахь 63-й 
я 64-й этой частя; заифнииь, въ выражени (72), Х — величи- 
вю оз а величиною Хх. И а — величиною Хо: 
Хе, 9 9 
9, Тян 
получанъ сладующее рёщене: 


+= ву 
= + тек мае 


Ы ме 
нь. ан) 
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гд% 
ф= оз. 


Ели &-=0 и Х.=0, то двяжене матерьяльной точки по 
оси Я будеть колебаледьное по об8 стороды точки Ю, такъ какъ 
тотдь выражене этого движеня будеть слалующее: 


9 зу. 
я трырту Що 


Ни это, ни общее вырежене (404) ве завтючають въ 026% 
величины /; сабдовательно, движене точки 00 ое @ не зависить 
оть разстояйя этой прямой ливи оть оси вращены. 

Прикбрь 39-й. Тяжелая точка движетея по прачой лини, 
находащейся въ плоскости истиннаго торизонта иФБоторой точки 
Ю зенвой поверхности, пренебрегая тфия же величинаия, какъ и ва 
страниц. 166, опредванть проэкщю ва горизонтальную плоскость 
давленя, производихаго движущеюся точкою на праную зи. 

Давлеше двежущейся точки нь праную равно и противопо- 
ложно резки прямой, означинь черезъ Г), преовщю дазленя на 
торизонтальную илоекость; ваправхеве Г), должно быть перпен- 
дивулярно къ направлению прамой, 

Отноевя пеложеню движущейся точки БЪ ТВБЪ САМЫЕЪ ОСЯИЪ 
%, г, 3, которыя были выбраны нами на отравацв 159 пря 
разснотрьши принбра 21-м, озньчижь через 2, д координаты 
движущейся точкв (3—0) и черезъ В алижуть праной лини; 
этоть азишуть иы будешь оточитывать оть позожительной оси & 
ВЪ НОЗОЖИТеЛЬНОЙ он Х. _ 

Еехи направлено давлешя Г), бужеть яифть взииуть (2+5), 
то прокши Р: ва оби & и Т будуть равны: 


—Р;, 18, 0,0038; 


если оважетел, что Р, ость величива отрицательная, то это будоть 
значить, что оно иифеть изиравлеще противочоложное, азииуть 


= 
вотораго равень В— =. 
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Чтобы составить дифференщальвыя уравнешя двяженя точки 
по данной прямой, въ которыхь отброшены члены, завлючающ!е 
величины: 


Ея 
57, 5, р №) 
возьжешь дифференщальныя уравнемя (252} и прибавинъ въ ихъ 


зторыжь частлиь проэкщи реакщи прячой на оси координать; 
проэвщи реки ка оси Ж их будуть равны: 


Р.зтв, --- 2, 6088, 


ноэтому первых два дифференщельныя уравнешя будутъ сяздую- 
щаго вида: 
эн" == Ру 8 — Этель 8 А. 
тч'-=— 2, в033- тех" за А. 
Но движен!е точки совершаетея во ханной прямой лин, поэтому: 
Х==86088, ЧЕН В, 


еели з означаеть разетояие движущейся точки оть точки Ю 
зелфдетве отого предыдулйя урзаненя получать такой вядъь: 


73" с058== (Г, Эт эт Л) ып8 
1из" вшв==— (1: — Втьб' 31 А) 6038. 


Узжноживьъ первое изъ этихь уразвнемй на созВ, второе ва 
ЭшВ и сложивъ, нолучимъ: 


это выражаеть, что двяженю точни совершается (по пролной ив 
бливъ точки Ю) равномврно. 
Поель отого, изъ предыдущихь уравнений обдрть 


Физ я! И А... ель. (495) 
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Если 8’ воть величинь положительная, то и Л), будеть вели- 

ЧиНОЮ ПОлоЖИТеЛЬНОХ, то есть направлене его будеть нифть азн- 
1х 

муть (==), стало быть движущаяся точка давить вправо на 

линю, по которой она движется; давлене это. процсходя- 

щее всльдстве вращеня земли вокруз оеи, пропоршенально 

величин скорости точки в синусу истинной широты места; 

но ие зависить отз азимуто В. 

Принёрь 40-й. Дважеше тажелой идтерьяльной точен по 
наклонной плоевоетн, равнонбрно вращающейся вокругь верти- 
БАЛЬНОЙ Оби. 

Пуеть 7 есть уголь, составляеный навлонною плоскостью съ 
торизонтальною ихоскоетью. Возьмемъ за точку Ю — точву пере- 
ебченя, вращающейся плоскости съ овью вращешя; положятельную 
о0ь Т направияь внизь по лиши нанбольшаго кавлона по плос- 
вост, 065 Я перпендикулярно къ плоскости, вверхъ; ось 3 будетъ 
тогда горизонтальна. 


Цоложниь, что угловая скорость ‹ направлена вверхъ; проэвиши 
ея ва подвежлыя осн будуть раввы: 


2=0, 4= — оз Л, у с08 7. 


Ускорене точкя № ревио вулю; проовщи силы тяжести ва 
подвижныя оби: 


5—0, Т=жуыш 7, Я=— 99 603.7. 


Наконепь, уравнене изосвоети: $-=0. 
Дифференивльныя уравиеня двнхешя точвя по плоскости 


будуть, по сокращени ва т, ииёть сафдующий вихь: 


аль 08, д линьь о. (406, а} 


очи Ты со 1 — = вов 7... (406,5) 


ай 
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Иаъ третьято уравненя: 
0=— тдевз 7 Е т зп Тобз 7 — Эть вт. .. (466, <) 


опрежвлатся величива и знакъ резешя +, 


Положихь: 


ГИ 
Е 


тогда уравненя (406, в, Ъ) получать стбдующиЁ видъ: 
тб" 608 ий, "= Вы с05 7-Е’ 6057 Л. 


Какъ извфетно, такая совокуиноеть хинейныхь дифференталь- 
выхь уравнеый ихзеть слфдующее частное ршене: 


0", бы, 


тдВ Ё в х суть постоянных величины, удовлетворающёя стБдую- 
щимъ равенстваиъ: 


Р-р со Но’, = — Вой воз] в 603? , 


Исвлючявь изъ этихъ равенствъ величийу ух: 


Вы _ зову 
Хоро Ноя 


получяиь уравневе: 


(= С’а-зоедеве то, 


‹атжащее дая опредфаеня Ё; изъ ного получаиъ четыре звачеятя 
для этой величивы: 


3 е05* 7-4-зш ЛУ 1—9 057, 3) —& 


УИ 1 Зв утв, 4); 
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заждону изъ отихъ К соотвфтетвуеть опредфленвая величний х: 


ды 
Пазлы» Э—м 


Ши 
2) мана» ® — № 
Позтому совокупность (406, а), (406, Ъ} будеть зжёть ел%- 
дующее полное рфшене. 


бе бе... (407. =) 
=—2& и Че — ое — бе №, (497, 5) 


Зваченя произвольныхь постоянныхь опредёнятся шо вачаль- 
вымъ координатаяь БЕ т, движущейся точки и о вроэвщамь 
яА 08 З и Г е начальной относительной скорости (2, 1}. 

Корни №, и А, могутъ быть дёвотвительяыик ила иняимии. 

ели: 

со 7<, 
то тотд: 
87 <3УЗ, 1—8009.7>0, 
(1—8 6057 7)— ма. (1—9 с08?.7)=4 с03? 7, 

& потому тогда 06% величины А, и /.-— дзйствятельных. Въ таБИХЪ 
случаяхь Е ин м при #=0° становлтея безконечно-большини, если 
только С, я 0, веравны пулю; если же эти цостояаныя равны 
нулю, то движущаяся точка, зесимитотически приближается &Ъ точЕ\: 


Е РА 
5=0, 1=—4 597 


плоскости ЯТ. 
Вели: 


1 
св >, 
то тогда: # 1: суть комплекеных взаниво-сопраженных воличияы: 


аи, Ба, 
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а ТАКЪ каБЪ: 
=? о" 
Зо: Сов. =ЕЙ, — у.› би, 603-75 — 1, 
ло р®шеше получить въ этихь случаахъ сявдующИ видъ: 


о" СР, 08 8-Е Гы зв) Ре АГ, сов №, ша) 


ош и Га — Г.в 
пан [я Горе в 


Га- . 
(Гао ши] +... .. 

Въ отихь случаяхь, есни Г; и Г, неравны нухю, то дви- 
жеве точки, при весьма большихъ велячянахь #, привимаеть сл%- 
ую характеръ: 


л . 
де”! сов (44-Е), п — Зе" вииИВЕНЬ), . 
т.-е, движущаяся точка опясываеть спираль логарнемичесваго вида, 
по воторой ова удаляется въ безвонечность. 

ели де Г, и Г, равны нулю, 30 движущляся точка зоснмито- 
чкчески приближаются по спирали БЪ т09к® (5, ж1). 

Приифрь 41-8. Разсиотрать, хабов хрижене по стиовеню 
къ пеш совершаеть матеватаческй маятввиь при малыхь от- 
хлоненяхь оть вертикальной лише (язятникь Фуко). 

Причемь точку привфса изатника за вачзло №) осей воордя- 
чать %, г, 8, ноизифино связавныхь съ землею; этя ося ва- 
правлены тавъ, какъ объяевено ва страниц 159. 

Если $ зсть длина нити мзятвнка, то уравиевше той сферы, 
#а Боторой должеа оставаться двнжущалея точка будеть: 


ШО. 


Днфферевиажьных уравненя днюженя отого изатника полу- 
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чатся изъ дифференщальвыхь уравиенй (243) стравицы 159, 
вели во вторымъ частныь этихь уравненй присоединииь члевы: 
— 21, — 2, —2№; 
отброснвъ же члены, завлючьющие: 
3 


гл 
а, о, 5 № Е. Е 


я вов члены выетаго порядка малости, буденъ ижфть сяБхуюлиа 
уравневя: 


т! = — 2) — Эдо Але. (408, а) 
тд’ =— ЗАл-- Эту зшА у со А),.... (408, 5) 
эту = 24 — Эт 68 А— т@....... {408, с) 


Повноживъ первое изъ нихъ ив х’, торов — ва х’, третье — 
58 $ и сложивъ, получеиъ: 


«т 


д =—тб В .........-.. (409) 


ТЕБЪ КакЪ: 
— 2х ++ )=0, 

зотом} что очка остается на поверхноети сферы. Уравнене (409) 
нифеть ивтетралъ: 

д 

5=1-64»)........ ... - (48) 

Исключивъ теперь Х изь первыхь двухь уравненй (408, а) 
и (408, 3), получинь: 
ЗЕ) да 2руосовА. 


*) Это интеграхь прибиженныхь дифференщазьвыхь уравненй (403); 
ве трудно убъдитьсн, это интеграль точныхь дифференщальныхх уравнений 
иифать сяфдуювий видъ: 


ти? 


т = +9 вЫ ..... (410 5) 
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Или отклонен иватника отЪ вертивальной лини столь нахы, 
что иожно пренебречь чдекаин, заключающими вторыл степени 
утв отвлонешя, сравнительно съ членани, заключающими только 
первых стенени этого угла, то можно будеть въ предыхущень 
равневши отбреснть членъ, заключающй $. Въ саможь дал, 
выразииь прамоугохьных коордиваты давжущейся точки въ сфе- 
ричеекихь воординатахь Г, $, $: 


Х-=18 9608$, = 9шеыиу, $=— 1608$, 


тотда предыдущее уравяене праметь слфдующИЙ вндъ: 


ВЕ и О . : : 
ор (08 оф вт А --5НИ ров Л с08 $); 
замфиизь эдВсь эп — чрезь ф И 603‹ — чрезъ 1, увидимъ, 
зто вторая часть этого уравнения получить такой вид: 


ЭРир' (фап А--ф’ с08 Л 608 $); 
а потожу вторышь члевошь этой частя можно пренебречь. 
Отбросивъ члень, завлючающий $, получишь другой изъ пер- 
зыхь интеграловь дифференщальвыхь уравиемй относительнато 
двиЖеня БАЯТника: 
(т )=О--?+езша;........ (41) 


но ве ввдо забывать, что этоть интегралъ найденъ при предиоложе- 
и, зто отвлонетя мазтника отъ вертенальной ливи весьна малы. 

Если выразниъ пражоугольных координаты въ сферичесиихь, 
то первые интегралы (410) и (411) пожучать тавой вид: 


ИЕ") == Зоо --Э....... (412) 
Ра?’ = 0-- Роза АЗИЯ, о... ++. (43) 


Въ этвть уравномать пренебрежень третьким и рыежиия 
стевеняши угла ф и дальн®Ая интегрироватя произведемь для 
сафкующихь двухъ частныхь случаевъ. 
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Т) Вь пачальнай моментЪ малуникъ отЕлоненъ въ илоекоети 
$70 ва малый уголь фо, Иричемъ матерьзльвой тон сообщема 
<авдтющая относительная скорость и по параллени == р, къ западу, 


$0-=0, о-в фо, оф ва А ЗИ Фо. 


Вь этоиъ случа постоянный С н 28 будуть нить сафдую- 
ща зваченя: 


С=0, 2 Ро? зир АЗИИ хо — 201008 95 
уравнев!е (413) приметь вихъ; 
(2 вша)ниеь=0; 


отвуда слфдуеть: 
фона А; фз А. 


Уравяене (412) получить велфдотве этого сявкующий вадъ: 


(Ут (возр -— сов) -Но? ВНР А (91? фо — ВИЙ 9), 
или, пренебрегая кубамя и выаники столеняии $: 
Р-Р «У Ел. 


Отсюда пндяо, что х не можеть быть боле фу, & потому 
$’ должна нить, въ язчалв денжешя, знакъ отрицатезьный. 


откуда, витегрируя, получииь: 
<= 008 6ё. 
Стахо быть, хвиженю точки совершается по себдующему закову? 
ф==4608& ФЕ ША, ....... .-.. (44) 


10 ТЬ холебица малтниха соверииющеся в вертивальной 
и 
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плоскости, которая равномюрно вращается сз умовою ско- 
ростью в зп А вокруз вертикальной лини’ на стверномз 
полушария оращеще совершается по направлению движеня 
засовыть стрълокь, на южном — обратно *). 

2) Начальное положеше назтника то же евиое, ваБЪ и въ пре- 
хыхущежь случа, но мачальная относительная скороеть равна нулю; 
Фо-0, 5-0, ш=0. 

ЗВь отожь случа: 
6-=—Рома АВ? о, 2% = — 904605 фо. 
Дифференщальныя уравненя будуть: 


ев А (1 2%) 


& яз. : 
(Ф=2тТ (8$ 90) — “ве (вр — о)". 


Посльдиее уравнене, если превебречь вублии и высшиши сто- 
пекяии ф, получить слёдующЕ видъ 


и -ф9т),........ (415) 

ТВ: 
== Ри А............ (418) 
74, (4) 


Изъ ураввешя (415) вядно, что © не можеть быть 602% Ф 
Е Ее можеть быть шенфе о, Поможу ножно положить: 


ое... ... (418) 


*) Продожжительность одного розивха равна _ 


так 
унии "уг 


тако как = есть тожнья дробь сражиитеьио съ 
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тогда уравневше (415) получить, поел надложащихь сокращен, 
слъдующЙ вид: 


Не, т= а 


язъ этихъ двухъ звавовь мы выбереть верхний, велбдетве чего 
п будеть вепрерывно возрастать отъ своего вачальнаго значеня 
%=0; возрастане у будеть равнонфрное: 


ая. 


Дифферевщальное уравнен!е, завличеющее $', получить такой 
ВиДЪ: 
дуыйвт А — ВА Е 
24 ваза А о ат, 
(а ив?) 


отеюда, интегрируя, получим: 
ф==ыЁ 8 Л — 870 (шла). 


Стало быть двежене илзтинеА въ отомь случьВ совериаетол 
по схёдующему закону: 


оу са виРАьШИы, ....... (419) 
А (А... (480) 


Предотавииь ‹ебБ вертикальзую илосвость, врещающуюся во- 
вругъ вертивальной анны съ угаовою скоростью шз А по на 
правлению двяжевы звловыть отрёлокъ; озачижь черезь @ уголь: 


0=%- «мл, 


соотавляеный съ этою вертивзльною плоскостью тот вертикальной 
пхоскостью, къ. Боторой завлрчаетен нить маятника; кажъ вадио 


изъ урвезеша (420), этотъ угозь 9 — отрицательвый, 
Гы 
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ведя уголь ©, можно искзючЕТЬ + изъ выраженй (419) 
я (420); получииъ: 


та, 


Замфнивъ здФсь малые Углы чо, 9, 9: ИХЪ синубажя, позучинь 
уравненю: 


ТА: 
ВЛ 06080, = рези 9; а-Ф9ше, БЕРЕШЬ. 


Чтобы объяснить себЪ значене урзвиена (421), прежетавикъ 
себЪ горизоатальную плоскость 2, Ют, (черт. 26), зрыдающуюя 
зовругь вертивальной ой ЮЗ съ угдовею скоростью оз Л въ 
«торону, указанную оперенною стрёлвою ва чертеж 26-мъ. Оси 
Юя, их Ют, неизмфнно связаны съ этою вращающеюся илоекоетью, 
причень ось Я, составляеть съ бью Х уголь оз А. Везичины 
& Жо от координаты, относительно ос9й я; и Т,, проовии М 
хвижущейсл точки на горизонтальную плоскость. 

Уравневе (421) выражаеть, что точка М чертить ма вра- 
ЩаЮЩеЙся пзоскоетя Е.т, зллишеь, большая пожуось воторато, 
равная зи у, изправзена во оси Я, а шалая нолуобь равна: 


о 
Ут виеА 


Движеше по этову эзнинет совершается въ сторону, указаи- 
Еую веодеренною стрёлкою ма чертеж 26-мъ. 

$ 55. Подоженя равновъея несвободной иатерьяльной 
точки. 

Матерьяльная точЕз, нахохзщахея ка даяиой неподвижной по- 
зерхноети или хиви, можеть оставаться въ нокоф въ тёхъ точвахь 
поверхноети или лини, въ хоторыхь вов вилы, приложенныя къ 
точь, вздимно уравиовливажиеся; такая положена изтерьяльной 
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восвободной точкн называются яоложенями равновтымя ея на 
двмной неподеиоюной поверхности или лини. 

Равенотва, выражающих, что ве силы, приложенныя къ не- 
свободной покоющейся яатерьяльной точкф, взаниво уравновфши- 
вазтся, наЗывыЮтея уравнещями равчовися силз, прихоженныхь 
ЕЪ этой точ. 

Изь этихъ уразненн выведоиь усломя, воторымь должиы 
удовлетворять звдаваеныя сихы для того, чтобы ватерьяльввя 
точка могла нифть положеня разиоввя яв данной поверхноети 
иан лини; оти уломя мы будемъ называть усзовёяни раеноотыда, 

Еели этя услощя удовиетворены, то изъ твхь ве ураввен 
опредфаатея положемя разновфея мвтерьяльной точви. 

Усломя равновфен расличяы, смотря по степени огравиченя 
свободы данженя точки н смотря потову, существуеть ли траве, 
изн ифтъ. 

Поэтову мы разсиотринъ отдльно раззячния степени стфененя 
свободы матерьяльной точая. 

1) Мамерьяльная точка находится на ладкой неподашою- 
лой удержизающей поверхностив. 

Пусть 

ау... лень (432) 


есть уравнене поверхиости; поверхность таакзл, то есть, ить 
трена между нею х матерьяльною точною. 

В5 тАхь точкахь этой поверхности, въ воторыхъ яатерьяль- 
ная точка можеть оставаться ВЪ нокоф, задаваемыя силы дозжны 
уравновёниваться съ ревкщею поверхности; поэтошу уравиеня 
равновйея будуть: 


хо, У, Ен о...... (423) 
ИеваючивЪ ^ изъ этихь уравнений, похучиит два уравненя: 


х# 


ей — 
Хуй =0, УЙ =, 


” | -5-@) иена . 494) 


Эти два равенства выражають условя равнозфая, воторымъ 
должны удовлетворять задаваемыя салы въ тфхъ точках поверх- 
поети, въ воторыть изтерьяльная точка можеть быгь Въ поБо$. 

Усзоме, выражаемое равенствами (424), состонть въ тожъ, 
что равнодъиствующая задаваеныхь силь должна быть нор- 
малина къ повероности въ этпдь точкахз поверхности, в: 
хоторыхь маттерьяльная точка момеета быть 65 повоь. 

Если задаваеныя силы не удовлетворяють этоху услоню ни 
ВЪ БАБОЙ ТОЧЕФ поверхноети, то натерьяльная точка не нибеть 
вовее положени равновфЯа на этой поверхиостн при хФйетв!и на 
нее тавихь силъ, 

Напрянрь, тажелая изтерьяльная точка не можеть находиться 
въ разновфии ва гкадкой плоскости, каклокной къ горизонту. 

ТФ точки поверхности, въ кохорыхъ усвова (424) удовлетво- 
раются, суть положена равновёся натерьяльной точки; коорди- 
наты тавахь точовъ опредфаятся изъ равешетвь (424) и изъ 
уравиен!я (422). 

Нааринвръ, положена разионве1я тажолой точкя, находящейся 
яз поверхноети удержавающей сферы, опредёлятея изъ равевствъ: 


пу в=0 
Этдх=0, Этог-=0, 
ели помжительная ось У” явправжень, вертикально внизъ. 
Эти уравневня нкбють слфдующе дяз рощеня: 
Е 4-0, г=0, у= Е 
2) 2-6, 2—0, у=— В, 


слъдовательво, позожешй равнонвая въ этокъ случав два, одно 
из савой нижней, другое ва сажой верхвей хочкахь сферы. 
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Въ нъкоторыхь случаяхь окваываатся, что положенй равно- 
вфия безчисленное иножество и что они образуюгь сидошныя дни 
на поверхностя ини занимають собою цёлыя площади ма поверх- 
ности я даже иногда вею поверхность; кавраифрь: 

Прныфрь 42-й. Малерьяльная точкь, находащаяся из той же 
оферяческой поверхности и подверженнья сяхВ тажеетв и сид; 


тир, 


притагивающей ев къ он У”, будеть нить положеща равно- 
вв, опредвяяемыя изъ равенствъ: 


дн: 


2-е) =0, «а--ь?у)=0. 
Эти положена равновьйя слфлующия: 
1) точка: д=0, д=0, уз В, 
2) точка: 2-20, #=20, у==-— Я, 
х 3) воакал изъ точекь яаразлельнаго круга: 
= ин Е-Е, 


Тажелья матерьяльная точь, въходящьяея яв горизонтальной 
плоевости, нифеть положена равновёйя во всякой тоЧЕ% ПлОСБОСТИ, 
Молерьяльная точка, находящаяен из удерживающей оферВ и 
пртагяваеная 5Ъ центру сферы сихою пропормовальною разстоято 
оть вего, нибеть положене раввоввоя во всявой точк® сферы. 
Если задаваемых силы, пряюженных къ натерьяльной точа\, 
нифить поченизьть 07, то уравкевы (423) нрижрть сльдущькуй кидъ 
О, о, о; (485) 


> 98 
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исвлючивь изъ вихь >, получниь уравнены: 


9 ди 90, ди 
ое, И... (425) 


в -—® 


95 


тд: 


Изь травневй (426) и уравиеня поверхности (422) опре- 
АВлятея коордиматы положенй равновфея изтерьяльной точяя, 

Пусть М, веть одна изъ таких точевь, ©), численное зна- 
чене, получаеное фуакцею 0’ въ этой точвЪ, 2, у, &, — Ко- 
ордиязты этой точки, удовлетворающия ураввен!ю поверхности (422) 
и уравнешямь (426). * 

Цусть М есть другая точва поверхности, безвонечно-близкая 
къ М,; координаты этой точкв М: 2,80, у, 8, 2.82 также 
уловлетворяють урзивен (422), & нотому: 


И ТыО,.......... (427) 


тТАВ въ производиыя подставленн координаты точвя №. 
Изь равенства (437) стВдуогь, что 


Зъ точкВ М потевщальная функтя (7 инбеть слбдующее ч80- 
ленное значене: 


Ии+ги-...., 
тд 


80 о ый 
Фо рву, м 


я гд® въ производвыя подставлевны воординаты 2, у„ 2. точЕи М. 
Креон того, 8 связано съ 5х и ду равенствоиь (428), потому 


аа) (а); 
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& ТАБЪ КаЕЪ Координаты 2, У, 2, удовхетворають равенотвань 
{426), хо въ этой точкв: 


80-0, 


если только 84, ау, 82 удовлетворяють равенству (427). 

'Изъ этого слёдуеть, что (), есть, анбо шавониумь ть зяд- 
чей, которыя получаеть С’ ла поверхности (422), либо инин- 
кушь этихь значонй, либо такое значене, дя вотораго 

80=0 
при веякихь переибщеняхь изъ этой точки М, по поверхности. 

И тавъ, если матерьзльная точка, лодоерженная силаиз, 
имтъющиимь потениваь ©’, натодится на неподвижной модкой 
‘удерживающей поверхности, то положешя равновыля матерь- 
яльной точки суть ть точки поверхности, вз которыль значе- 
зил функши 07 на повертности имотщь максмиунз чан нини- 
мумь, в вообще веъ ть точки поверхности, в3 которых 


80-0. 


Наприируъ: 
Орнифрь 48-й. Маторьяльная точка, няходящалея ма новерх- 
ности Елипеода: 


= притятиваеная въ центру эхжипеонда сихою, пропорщонажьною 
разотоанио оть отой течки, нифеть положнязи равноввыя во воёхъ 
тьхъ точкахь поверхности, въ которыть: 


г0—8(--57)=— ве-иу а) 0,.... (480) 
причень 87, 5), &2 удовлетворажим разенстыу: 
о... 8) 


эх, у, #, — Павиню (429). 
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Тавихь точевъ шесть; 

Де - на вонцахь казой оеи, въ которыхъ значевшя функизя 
О ка новертности элливеоида инфютъ максмиуиъ. 

Дав — ка вонцахь большой он, въ которыхъ О ныфеть ии- 
ВВмуЖЬ ЗНВЧВНЯ 6Я ка поверхности эяанисонда, 

Кром того, точви, яаходящ!яея на конкахь средней оси, суть 
также положешя равноввоя; въ сажомъ дВлВ, исключнвЪ изъ (430) 
я (431) произведене уЗу, получииь слдующее выражеше для 877 


В вы, 


изъ него слфдуеть, что 317 обращается въ нуль въ точкахь: 
д==0, г=0, у=2ф. 


Лини переобченя поверхностей уровня функщи О(х, у, 2) съ 
поверхностью (429) называниюя динёлмы уровня значений фунеци 
О ва этой позерхкости. 

ЗМн зваежь (стр, 113), что силь, нибющая нотеншаль О и 
приложенная къ изтерьяльной точкф, яаправлена по положитель- 
ной норизли къ поверхности уровах, проходящей черезь воложе- 
816, изняжаемее катерьзльною точкою; величняа силы рава АО. 

Изъ этого слёдуеть, что осин ватерьяльная течка будеть нахо- 
диться яз поверхности (422), то сила АО будеть перпендикулярна 
въ той лиши уревия, ка которой маходитея матерьяльная точка; силв, 
эть манравлена въ стореву поверхкостей уровия, имфющихь парз- 
негры ббльше, чфшъ параметрь С’ той хиши уровпя, на которой 
ваходитея нотерьяльная точка. Проэклы этой силы ка васатель- 
вую нлюбкоть их поверхности будеть, незтоку, нерпендивузярна 
въ лиши уровня С’и будеть каправлена въ ту сторону, гдё на- 
ходятея на поверхности яние урозвя съ параметрами, большиви О. 

Если 5% т09кф М, значеня потевщальвой фуикши О 1% 
поверхяости нифють нахбольшую вежичвну (7, то во вевхъ 04- 
вахъ поверхноети, безконечно-бяжекихь къ Л. функ 07 нифеть 
численных значены, меныя 0, такъ вакъ вь точкё М, воли- 
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чина 807 обещается въ вудь, то численное значеше функции 0 
въ т0чЕВ М будегь: 


О.РО-+...... , 


& тавъ лавъ 0. вать макенмумь, те 807 долокна быте отрица» 
эзпельною для всавять бевконечно-палыть переиёщенй ЛЕМ но 
поверхности. р 

Изъ этого слбдуеть, что всля (7, есть мавониужь, то лини 
уровня, ближайшя къ точ М, овружають эту точку со вебхъ 

сторонъ и имвють израметры меньше #7. 

. Поэтому во вефхь точвахъ поверхности, сосбднихъь съ точкою 
М, прок силы ва касательную плоскость етремтся пряблизить, 
иатерьяльную точЕТ 5Ъ точ 14.; яворнифрь, ма чертеж 27-иъ, 
на которошь изобрьжевы лин уровох потенщальной функ: 


ва поверхности вллишонда (прниёръ 43-8), точка С, ваходя- 
Ща2ея ла комиЪ. налой осн олжинсонда, есть мЪсто ваибольшнато 
змачена функщы 0; эта точиз окружена лишзии уровия, изра- 
метры воторыхь шенфе величины 


притежь, чвыъ две лишя уровня оть точия С, твиъ женфо ва 
параметрь. Юсши помбетить иатерьяльную точку въ одду изъ точекъ 
М, М", М",.... ю оетву съ тозкою О, то проек силы 
Ба матерьшльную плоскость будеть направлена внутрь изощади, 
отравичиваемов лишею уроввы и будеть, сифдовательно, стремиться 
ирибжизить матерьязьную точку КЪ точёВ С. 

Полжинъ, что ©), вить иазсяхуиь значенй фузкши О’ ла 
данной поверхности; ееки матерьнльная точиа, находивнаяея вЪ 
покой въ течкВ М, будогь отклонена въ течву №» позеряноети, 
весьма близкую въ М, в здЬСЬ ей будеть сообщена зесьша лалля 
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пачальная скорость о, о она станеть совершать на поверхности 
движеше, уховлетворающее закону живой силы: 


зи тг 
5—3 =9- 
Такъ какъ 07 и 1% жене 0, то: 


п=и,—№, 0=0,—Р, 
поэтоиу: 


Изъ этой формулы видно, что изтерьяльная точка ие можеть 
ветувить къ тв ифоть поверхности, въ которыхь 


о ь 


скбдовательно, точка будеть совершать сное` хвижене вбаион точки 
М, пе зыходя за продблы влощади, ограниченной тою нишею 
Трорня, параметрь которой равенъ: 

И: = в (чь’). 

Изь этого сяфдуеть, что тв точки полерхноети, въ которыхъ 
потенальная функтия ишфетъ изненнуюъ значений ея ва поверх- 
ности, суть положеня устойчиво равновтефя изтерьяльной точки. 

Наиротивъ, тв точки поверхности, въ которыгь вотенщаль- 
лая фунюща ижфеть иннинумь значени ея дл поверхиоетя, суть 
яоложещя неустойчието равновтая ивтерьяльной точки. Въ 
ЕЗЖДОЙ таБоЙй тОЧЕВ: 


в0-=0, #0>0, 


дла воавихь безконочво-валыть первщенЯ но поверхыости; 
коеоиу, въ ближаймемь софдетвЫ съ такою тОчКОв, ав 
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Трозна инфють мараметры ббльле отого минимума в пратожь 
вождая лин уровня окружаеть точку нинимумя со вЪхЪ ото 
рожь (ем. нь чертеж 27-шь, анни уровал, овружающия точву А, 
маходащуюся па конц большой полуови эллиояда), 

Вь соофдетвВ съ такою точкою веустойчииаго равновея, сила, 
нифющая потенщаль 27, стрежится удазить ватерьяльную точек 
оть похожешя равноввая (см. черт. 27-8). 

Въ тЬхь точкахь поверхности, въ которыхь 80=0, но вели- 
чина 8707 нифеть знакъ положительный аля отрицаяельный, евотря 
по ваправленио пери щен, въ такихь точкахь похожене равнов%- 
я устойчиво дия одних нервивщенй и неустойчиво дя другихь. 

Приифромъ тавихь потоженй уавновфев иножеть служить, въ 
приифрв 43-мъ, точка В (чертежь 27-1), изходлщаяся на вонцВ 
средней осы злянисовда. Въ соббдетвВ съ этою точкою лини 
уровна низютъ стфяующее расположене. 

Черевь савшую точку В проходять два круговыя сфчеша ЕВЕ 
и ВЕ’, олияиеонда, ото суть ниши уровня съ параметромъ: 


и.-в8; 


внутри угловь ВЕ в ВА, находатея хини уреввя еъ вара- 
жетрави божьшыии С, внутри же угловь ИВ и №, ВЕ — анни 
уровня съ паражетраии меньшнии 2%. 

ели патерьяльная точка будоть отклонеяа изъ точкв В въ 
течку 9 (ен. черт. 27), то сила, придоженная къ ией, будеть 
стрешнтыя удалить со отъ В; изпротивь, вари отклонены ма- 
терьяльной точки въ точку №, вилл будеть стренитьея приблизить 
ее въ В. 

Подобных точки вричискяются къ положевяиь воустойчивато 
равновфо. 

Й токъ, шожежь сиармь, Чт0 если мазерьяльная зочуа, 
подверженная силам импющимь потеншая П, натодится 
за неподвижной мадкой удержигающей поверхности, то поло“ 
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жетя устойчива равновпая суть ть точки поверхности, 
65 которых 
. (433) 


Въ важдожь изъ положени равновфя реавтия поверхности 
раваа и противоположнь равнодфйствующей задаваеныхь ситъ, 
вогда матерьяльная точка находится въ повоф. 

2) Матерьяльная точна находится на звадкой неподвиж- 
ной неудерживающей поверхности, 

Ревклуия такой поверхности не можеть быть отрицательною, 
з потому ватерьяльних точка кожеть оставаться въ оков тТОлЬБО 
въ тёть точкахъ неудержизающей поверхности, въ воторыхь равно- 
дйствующах задаваемыхь сить норизльва въ поверхности и на- 
правлена яо отрицательной нормали, или равна нулю. 

Наприифуъ, тяжелая натерьяльная точка, приврфиленная Еъ 
одному волну гибкой нераетажиной зити, другой ковецъ которой 
ченодвижень, вибеть только одно положеше равнонвоя: въ самой 
вижнеМ точек сферы ражусь, равыаго дликВ вити. 

Обретно, тяжелая матерьяльнах точва, каходящаяся яв на- 
ружной поверхности неподвижнаго ненроницаенато шара, иифетъ 
тТольБо одно положене равновфоя въ сашой верхней точвВ шара. 

Ели задеваеныя силы нифють потенщаль 17, то положення 
равновВая на неудерживающей зоверхности находятся въ такихъ 
тТочкахь #4, къ которыхь: 


80-50, 0<0 


&0=0 


для безколечио-малыхь перен щенй "ивторьяльной тТОчии ВДОЛЬ ПО 
поверхности и притовъ 
20==0 


для безкопечно-махыхь переифщенй маторьяльной точки въ сво- 
бодную сторону проетраветва. 
Пьзоженя уезойчиваго равноввея суть тВ точни поверхности, 
въ которихь 
$0=0, #0<0.............. {43 ) 
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дяя переифщенй здоль по поверхности, и прятоиъ 
8&0<0, наи 80=0, #0<0......... {435) 


для перенфиевй въ свободную сторову пространства. 

Наприяфрь, положене равновфея тяжелой язтерьяльной точвя, 
иаходящейся на сфер, не удерживьющей внутрь своей полости, есть 
вохожене устойчивое, потому что въ этой т095%, джя первифщенй 
по поверхности сферы: 


&О-=изу=0, “И-=тогу< 0 *), 


для лкихь же перев®щеншй въ свободную сторону у уженышаятся, 
8 слловательно, для тавихь перенфщений: 


20-=яу < 0. 


Положене же равновая вы верхней точк® непровицаемаго 
ара веть положене неустойчивое, потому что ВЪ этой т098%: 


1—0, 2=0, у=-1 


20 виду =0, Рену В! 


для переифщенй матерьельной точки вдоль по воверхности, 


Призоднмь ифеколько приифуовь опредьшея положений равкоьоя 
матерьяжьной точия из удержнвающихь в неудерживающихь поверхно- 
стиха. 

Прзмфрь 44-Й. Тяжелая иатерьяльная течва прихрфилева къ одному 
концу тибной нераотажимой вити; 218 нить перевннута черезь бехиовечво- 


*) ур 5% уе И8 
угу" (ы’— (9 
Въ ХОЧЕЬ: 2-0, 5:20, у-=ё 


они ВЕР о, 
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ивхый боль съ неподениною осью и выфеть на друожь конц тирю, 
масса которой разна <), мекду тЬмъ, каЕЪ масса мвтерьяльной точен равна 
»:. Опредьльть подожешя раввовфая матерьяльной тозвЕ на наклонной 
цлосвоети, составаяющей уголь 7 съ торивонтомъ и проходящей черезь 
точку Е (черг. 28) вертввальной аннйи, проведенной вниеъ черезь центрь 
0 блока; разстояне ОК равно с. 

Натяжене ните илн резктию ея, приложеняую къ матерьяльной точё® 
М, можно разсматривать, какъ изу постоянной величины 9%, направлея- 
ито ль точЕВ 0. 

Въ этоуъ случай вопрось можеть быть р®шенъ сябхуюищииь обра- 
зомъ: 

Точка М можеть находиться въ равновыи только въ вертикальной 
илосяости, проходящей черезь точку О и периендивулярной къ наклон- 
вой ялоскости; въ этой олоскости она бужегь находаться въ 005оз въ 
такомь положени, при которомъ проэкшя снлы тяжести тозкя М на на- 
правлею МР (зерт. 28) равна проэкща реавщ!и нитв ва нвиравхен:е МК; 
озвачая уголь ОМК чрезъ 9, будеиъ ныфть слфдующее равевстро: 


Гы ТЕ ВА 


которое дозжно быть удовлетворено въ положенахь раввовЪ@я катеръяль- 
вой точки. 
Изъ этого уравнен!я опрадфлится велачниа военнуса угаа 9; 


своим Л 


чтобы рышеше было возможно, нообкодихо, чтобы © бызо боле ль в 5. 

`Еезн наклонная плоскость не удерживать матерьяльную точеу отъ 
леремёщешй вверхь, то, для равновфея точвн на изоскости, необходнмо, 
чтобы было 


тд св 59 От. 

Это услоше будеть удовлетворено 30 всяиомъ ехуча\, если 9 отрана- 
зезьное, то есть, если точка О виже точка К; если же О выше точвя А, 
10 оно будегь удовлетворено въ томъ случа, когда 

рев у зе? р, 
10 есть, вогда: 
фе" 7-1 ВАЛ, В 1. 
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'Тавимъ образомъ мы вндимъ, что на неудержизающей плоскости равно- 
з1е возможно при условйн, что © не болфе и м ие менфе т за 5. 

Если равновфёе возможно, то оно будеть навфрно устойчивое. Въ са- 
зоиъ ДЕНЬ, при переифщезуя точки М по МЕ уголь $ увеличивается, а, 
сяфховательно, прозвшя сизы 70 из уто ваправлене уменьшается, можду 
тьмы, вакъ проожща сиды #49 на направаоще АТ, остаетох постоянаою; 
поетому дъйстые лосяфдией енлы становится преобладающим и матерьнаь- 
наи точка побуждается къ возвращению назадь. Напротив, при перем 
щенйи точви по МТ, утогь $ уменьшается, а, сафдовательно, дЁЙстье енты: 
90 ставоватся преобладающимь вадь дБЙетыемъ овжы #0; поотошу в пре 
тавомь перенфщении, силы побуждиють ивтерьяльвую точяу вооврататьея 
въ позожене равновфовя. 

Приифрь 46-й. Полошеня равновфем тяжелой матерьадьной точкя в® 
поверхаости экниисонда: 


ань 


если въ читерьяльной точеЬ, вромё оды ташеств, прилощена снза по- 
столивой величины 00, направленная хъ центру элляпсонда; ось 24 пред- 
полагается нзправленном вертавально вяязъ, 

Въ этомь случа свзы нибить сдьдующый потеящгать: 


т — 00; пые+у+8, 


а потому: 


аб = утёа — Фи); "О-=тй — 4), 


р. 


— 565), 


вв --@ве = 


пе ие у- 


Еее 
| ии оба 


но е-рие- 


— 214 — 
Исключивъ 65 изъ 1), получим 
ооо) |, 


тдф › означаеть положитезьную величину разстолея точки оть центра 
эланпеоида. 
Мы найдем сафдующия позоженя равновфия: 


1) Точкя х=0, у=0 2==0; вБ нихъ: 


#0=—& [(е — 2) 9= ет) (у + (= — 20 =) , 


тд® знаки -- соотвфуствують вняней, а знахи (—) — верхней точек; сд*- 
доватезьно, нижняя точка есть воегда ноложене устойчивато равновфев, 
верхняя ще тользо тотда, когда 


922 
2} точкн 2==0, 
в тс В Е 
в Уже роея = г 


эль 


во ев 0] 


ы 


оэтому въ этихь точказь положеще равновфе! не представалеть полной 
"устойчивости, 


3) Точки: 
в ис 
$0. = узЕВунеОНЕо) 
въ которых 
вое — не |, 


позожещя равновбе — неуетойчивый. 
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3) Матерьяльная точка находится на чеподешокной не- 
заадхой поверхности. 

Дая того, чтобы матерьяльная точка моРль ОСТАВАТЬСЯ ВЪ ОБО 
иа негледкой ноподвижной поверхности, нужно, чтобы силе тревя, 
ириложенвая въ матерьзльной точь, уразновшнвалаеь съ провк- 
цю равводёйствующей задаваеныхь сить ва касвтельную нлоскоеть. 
Величина силы тремя ревва УВ, тдё РУ сеть положительно 
взятая величина кормьльной реакщи поверхяости, & х есть чис- 
дениый коэфищенть, заключающийся между нулежь и наибольаииь 
коэфищентовь № требя покоющейся извтерьзльной точки о непод- 
важную дазную поверхность. Резкщя % по направлению положн- 
тельной норшахи уавны проэкти равводфйствующей Р задаваемыхь 
сить ив паиравлене отринательной поржали. 

Ч улерживающей поверхности ревкиуя 0% можеть быть ноло- 
жительною или отрицательно; при разноввои матерьзльной точки 
дв такой поверхности: 

Рив М№) ==, — Роз (РМ), 


ГАЗ х ие менве нужя и не боле #. 
Отеюда сЕЖдуеть, чио:. 


РМ =Ь,........... 88) 


гдф знавъ -- соотвФтетвуеть тфыь случаннь, въ воторыхь сила Ё 
воставяяеть острый уголь съ положительною норжалью, зназъ (—) 
тВиь случаяюь, въ которых снла Р’ составляеть острый уголь въ 
отрицательною зоризлью. ` 

Число ля дробь & можно разематривать, яакъ тантенеь нё- 
вотораго угЛЗ вз, НАЗУВЗЮМАРО умом» тренёя жежду данною поверх- 
ноетью и даяною матерьяжьною точкою при взаямвонь ихъ повоф. 

Изь предыдущаго видно, что, дя равнов®ейя матерьяльной точен 
иа нонодвижной негиздкой удерживающей поверхности, необходимо, 
чтобы острый угожъ, составляемый направленень сихы Ёеь иоло- 
жительною ижи отрицательною корчалью, быть не безе вы, РА 


В=ща... 
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Реваша иеудерживающей поверхности ле можеть быть от- 
`фицатезьною; поетому, па ногладкой неудерживающей поверхности 
излерьяльная точва можеть оставаться въ оков въ тёхЪ ивотахь 
повертноети, въ которыхъ изиравлене силы И ооставяеть съ от- 
рицатежьною норжалью уголь, не больший з1. 

Предотавииь себ воническую новерхность, вершина которой на- 
ходитея зЪ каной либо точЕВ М данной неудерживающей поверх- 
ности, в производалия которой соетавляють острый уголь в: СЪ отря- 
иательною нормзлью въ поверхности. Точка 2 будеть положененъ 
равновфия матерьяльной точки, огли снва И, приложенная къ 10с- 
зъдней, будеть иифль паправаеве, не выходящее за предфлы выпю- 
означеннаго конуса; такой вонуеъ называется конусожь трена. 

Велбдстве такого простора усвовИ! равноввем, ифета поло- 
жей равловвйя матеръяльной точки на негладкой поверхности 
заниизють ва ней цфлые пода иля площади, во веЗХЪ точкахЪ 
которыхь иатерьяльная точка можеть оетаваться въ поко®. 

Напряифрь, тажелая матерьяльная точка, находащанся ва 
наружной поверхности твердаго негладкаго нонодвежнаг шзра, 
иожеть оставаться въ поков во воёхъ тёхъ точвахь поверхноетя, 
въ которыхь иаправлеше норизли, проведенной въ центру шара, 
составяяеть въ вапревлешемь евы тажести уголь не больший 1; 
88 ташя точки ваходатея на тТОМЪ согиентв сферической во- 
зерхности, который выше уровия: 

у=— А совы, 
(05 У" направлена зертивально внизъ); идтерьяльвыя Точка мо- 
жеть оставаться въ поков во вефкъ точкахь этой части новерх- 
ности сферы. 

Тажелал изтерьяхьная точна можеть оставаться ВЪ НОКОВ во 
ЗЕВХЪ ТОЧЕЗХЪ НАБЛОВЯОЙ плоскости, составвающей съ горизон- 
томь уголь $, если только угожь -7 ве боле утаа в: тремя 
жежду нокоящеюся наТерьзльною точкою и накловиоЮ БОСБОСТЬЮ, 

Пряифрь, Опредёлить ту часть поверхности злиипеонда: 


Ре 
Ват, 
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вс точки воторой суть ноложенАя раввовфеЁя тяжелой матерьяльной точки, 
находящейся на наружаой воверхности эзлиисовда: положительная ось 
бе ъ парелледьна направленю склы тажести; коэфищенть тревя повоя 
№, =016. 

Эта часть поверхности заваючаеть зъ себЪ самую высшую точву э1- 
липеонда к огравичена дишею пересйчевя поверхвости его съ коническою 
воверхностью: 


Иримрь 46-й. Тижелан маторьяльная точка находотея ва наклонной 
влосвости и притягивается въ точкё 0 (черт. 28) свлою, прамопрапорд!о- 
нольною разстоянию оть этой точеи; если матерьяльная точка ваходится 
въ точЕЁ К, то зешичива этой евлы равна 90, гл 0 меньше м (массы 
хатерьязьной точки). Опредфжнть положен]я равяовфс!я матерьчльной точки 
на наклонной плоскости, принимая въ разсчеть треме. › 

Иримемь точку К за начало коордиватныхь осей, явпранленныхь 
такы положительная ось Уюь внизъ по зинён наибольшего ската по на- 
кзонной плоскости, ось Хот торизонтально, ось 25 по нериади въ @106- 
хости, вверхъ; тогда координаты точки О букуты х=0, у=—еяп., 
#6008. 

Проэкщни на оси коордивать равнодёйствующей задаваемыхь сихъ 


сть 


Х-— 09, Утови 7 — ФИТ 


== -— тд соз 7 + 99606 9. 


Равповфые матерьяжьной очки па лзоскости вОджожно 5Ъ ТВхЬ 1030- 
женихь ея, вь которыть: 


—7=УХ+- У, жжве, 


лов) -У Зв) 
Веф положення ранюзьсы заключаются инутри врута: 


#+( ев 78 —0}=6- песо, 
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центрь хоторако иродотаваяеть положен равновЪойя из гладкой наклонной 
нзосвости, а радеуеь равен: 


т 
—1 | с608 4 =. 
( 4 № 608 У ЩЕ = 
Каждой величин х соотафестяуег своя окружность радёуев, 


хи -Юсв 
Примёрь 47-й. Опредфанть иЪето позожони! равновфем вь примфрё 
д4-мь, предполагая существоваее свзы тренё меду наклонном» пзоскоетью 
Я матерьяльною точкою №. 
Расположивъ осв координать такъ, каАЕЪ въ предыдущемь принфрь, 
мы найдемъ, что проэкщи равнодфйствующей задаваемыхь сияъ суть: 


х= — =, у-иу (реш 7 — 3), == — др с0$ 9, 


р=1— 92, идеи -еу чит. 


У 
Вев положешя равновЪея завтючаются внутри кривой див; 


ту 


2+ св (; —) = О’ боле =. 


4) Матерьяльная точка находится на неподвижной кри- 
вой ди, 

Матеръяльная точка, находящаяся на тладвой еподвижной 
зривой лини, ножеть оставатья вЪ п0коё въ тБХЪ точвАХЪ 
Бривой, въ которыхь проэкшя задаваемой силы на васательную 
ЕЪ вривой равна нухю, то есть Тамъ, тд: 


Хх --у +20, у зененые + (488) 


Евли, при откхонени изтерьядьной точке изъ ея пожоженя рав- 
коввая на удерживающей кривой, сила Ё нобуждаеть ее возвратиться 
вь это положеню, то такое похожее равноввся — устойчивое. 
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Богда силь К чифеть потеящьль (т, 9,5), то прожша 
ва ва направлено касательной къ кривой выразится тавъ: 


_ 90 48 | ОИ ау | 90 а. 
= Ре ( Ри) ви Ны м 

тах что, вели координаты 2, у, д точекъ вривой лини будуть 

выражены фузкщыми отъ 3, то будет: 


25 Роз (Рд)=90,............. (489) 


тдё верхи знаЕЪ относится къ тфшъ случааиь, въ которыхь 
скорость направлена въ сторону возраетающихь в, 
Положеня равноввоя суть т8 точки кривой лкяйн, въ которыхъ 


вритомь положена уетойчневго равновзйа суть тавйя точки ври- 
в9й, въ воторыхь: 

#0 

2 0, алан. нннн. (4 
Т.-. 7%, въ которыхъ зкачекы, принимленыя функшею (3) па 
Еривой лини, инбють ивксниуит. 

Прныфрь 48-й. Тажезаз матерьнльная точка находятся на винтовой 

давке 


д-=Е 05 (=), 9— Ев ("), 2-89, 


ось которой зертикахьна (05 2“ направлена снизу вверхь); матерьяль- 
ная точка отталюнвается отъ начала координать сихою, обратно пропорщо- 
нальною квадрату разстоян:; опредъякть позожещи равновъоя, 

Завеы 


зы? 


. о. 
= тг урирр-= т (бечие РодкезциЕ 


рем 


де ВОНИ, а ей? 
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Нерзая прозводвая оть 0’ обращаетея въ нуль вт, тёхъ точнахь кри- 
вой зинш, въ воторыгы 


5 ше, 
такъ какъ г есть величина похожетельноя, то м 5 болве нули, ствдова- 
тельно, положевфи разновфойя находятся только нь той части кривой хн- 
зав, которая выше плоскости ХУ. 
Поедбднее уравнене модно продозавить въ сафдующемь видь: 


. 
ии а-0 


ИЕ 0... 8) 


ТВ позожатедьные корни этого уразвешя третьей степени, которые 
не менфе Ё, опредфляють ноложешя равновейя; тавихь дорней можеть 
быть тольно два, тавъ какь при *?-== оо и при 2-Й? первая часть 
уравнены (443) нифеть знакъ положятельный. 

Эти два корня будуть дввствительные, есля будеть удовлетворено 
телом: 

. 2 


Ва а 
В <, ту. 


Везичивй т’ воть корень производной первой части уравнения (448) 
10 х*, то всты 


ие 


ноэтому язь двухъ корней уравнетя (443), большихь Е?, одинъ доажевъ 
быть менфе, а другой — бод%е т,; означяыь первый черезъ х,*, второй — 
черечь т". 

Тавъ какъ 

>> Ее: 

то этоть ворень 7? онредфдяеть навфрно ноложене ретойзиваго равво- 
врем. 

Величивь и нзиравлене свлы №, приложенной иъ иатерьашь- 
кой тОЧЕВ, находящейся въ покоб въ одвокъ изъ похоженЕй равно - 
ЗЪая иь привой, представлять величину и нзоравлене давлойя, 
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пронзводнизго точкою ка кривую ($ 52), поэтову резка кривой 
лини равна и прамопротивоноложна силф Р. 

Зея кривая ливя ость лена пересфченя двухъ неподвижныхь 
гладвихь поверхностей: 


Вх, у, 2)=0, Ра, у, 3)=0, 


то резка этикъ воверхноетей овредёаятся, какъ воетевтяющия, 
по вормазамь № я №,, реакщи кривой ливш, то есть, величины 
3: в Я, опредёзачея изъ равенотвь (379, 8) в (379, Ь), если 
въ дить сдёлать Ку: к КУ, равными пулю. 

5) Матерьяльная точка находится на пересьчени треть 
неподвижных повертнестей, пересъкающиится вв одной зточкь. 

Кези всё три поверхности удержнваюнуя, то положене точки 
виолнв опредфлево, Резвши козерхностей: 


В, у, )=20, [а у, ®)=0, рб, у, г) =0 


опредёлатея изъ равенствъ: 
Хх нЕ 
В 
ды +ь =0 


=, ыы ь №- АА. 


Давлеше изтерьяльной точкя на точку пересвченя этихь трехъ 
поверхиостей нифоть величину и напразуене силы Ё; уравчения 
(444) зыражають, что реващи 5, %,, %; суть составлаюнця по 
порназяиь №, №», М, виды, равной я врянопротивоположной сизЪ Л. 

Била матерьяльная точка помбщена вЪ тОЧБЁ вервобченя 
четнрехь или бодышаго чноза пеподвижныхь поверхностей, то 
величины ревниуй этихъ неворхностей озжутся веопредфленными; 
напризръ, въ скучаё четырехь поверхностей, иожежь прявисать 
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проязвожьную величяну резкщи %, тогда величины резкий У, 
3%, 1, опредфзатся тВиъ, что геометрическая сушаа вефхъ четырехъ 
резвий и сихы Р должна быть равка нулю: 


Я, +94. НР *). 


$ 56. Импульсь силы. 


Въ начал нараграфа 23 было сказано, что повинаютъ подъ 
именекь количества движещя маторьяльной точки, какния еди- 
ницажи оне изибряетея, кавъ око изображлется длиною я чтб 
пониизють подъ ишенемь проэкщй количеетва движения. 


*) Для выхода изъ этой неопредёщенности, приходится принимать въ 
разочеть упругость тёть, образумицихь преграды. Для цоненетза, ириво- 
димъ сякующй простой примёръ. 

Матерьяльная т035А, ВФоЪ ВОТОрОЙ зу, висить Въ поко иё двухъ 
нитахъ неравной злины; первая нить длины 1, прикрёллена верхнимъ кон- 
цомъ въ начать координать (2—0, у-=0, 2-0), вторая, длизы (1 с), при- 
врьшена верхиниъ концом въ точБф (2-0, у-=0, 5-=—<). Если пред- 
полагать нити нерзстяжимыми, то матерьяльяая точка будеть находиться 
въ покой въ подожени (2—0, у==0, #1), приченъ сумиа волячинт резк- 
ций Я, №, нитей будеть равна энд; величины же важдой`изъ этихь редкщй 
будуть неопредфленны. 

Есан же примем» въ разсчеть упругость интей, то эта неопредфленность 
будеть устранена. Пусть в, И , суть улощади поперечныхь офченйй нитей, 
Е и Е, — ихъ модули упругости, ‹ — удлиненя нитей, хакъ что длина пер- 
ой внти въ ватяженномъ состояви равна ({$--=), & длина второй нити въ 
зомъ же состоянн равна {1 --е-| =); золЪдетые растяжен я нитей, положене 
равновс4я матерьяльной точки будеть въ тозкВ ие. 

На основав и извфетныхь законов растажешя упругихь стержней и 
нитей: 

м. в №, 
Ты; 146 Бы 


изъ этихъ равенствъ и изъ равенства, 
®, +8, 9 
опрекьлииъ: везичину = и отношене между ветичинаин резки 
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Сотлавно съ этнмъ будемь нить ввиду, что количеству даяженя 
иатерьяльной точки мы правясываенъ ваправлене, совоадающее съ 
ивправленену своростя точки; кы будежь представлать себЪ, что Ео- 
личеетво двяженя изображено длиною, ямющею направнене своро- 
ети во столько разъ бохьшею единицы дины, во сколько разъ изо- 
брахаемое количество двеженя боле еднинцы количеств движена. 

Пусть фи | суть два ваве либо моменть времени; коордк- 
даты точки, велнчины Боличества движеня и проэвщук воличеетна, 
движеня на ови координат въ отв воменты обозначим сзбдую- 
щим зваками: 

вЪ моменть фт, у, д, ти, тт’, ту, тг 


въ моменть {:х, У, 2, 3, зх', ту’, зи *). 


Изминещемь поличества движеня матерьяльной точки в 
зиечени промежутка времени отз $ до 1 ны будемъ казывать то 
Бознчество движен!а, воторое изобразятея геометрическою разностью 
между длинами, изображающини БОДИЧесТВа движеня ту и т. 

Проэкщы ва оси координать этого язибненя количества дви- 

`вешя выразятея разносгаши: 


их’ — жд’, ту’ — ту, тм. 
{На черт. 29 количества движеня зу и му изображены дли- 
ванн АХ, в АК», проведезными изъ накой лябо точки А; изи®- 
веше количества движешя взобразитоя длиною АЙ, равною # па- 


раллельной длинё К.К). 
Ноловнияъ, что сзободная натеръажьная точка движется подЪ 
зиниену дьботия приложенной къ ней силы Р, которой проэкци 


хУЕ 


суть нбкоторня фузкли врешенн, воордянать точки я скорости сл. 


*) Разкие въ обозначешяхь соетонть въ томъ, это величины, относя- 
щзяса въ боде позднему моменту ®, обозначены прямымя букжвия, иежду 
тёмь каръ возачины, относящиеся къ ранаему моменту 1, обозначены кур- 
онвицых буквани. 
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Нри опредблениомъ движеми этой матерьяльной точви, ко- 
ордянаты ея суть опредёленныя фувкщи времени: 


Е), 19, 50. 


Пояножикь на @ лифференщальныя уравневшя двяженя ма- 
терьяльной точкя, получимъ: 


4!) Х4, ту) = У, @тг)-=2И,.... (445) 
затфмъ предотьвииь себ, что координаты точки, входятия въ Х, 
У, 2, звинены функшяви Д, {з, /з, и что производяыя коорхикать 
по времени, закличаюимся въ Х, У, , завбъены производвыми 
функвй Г, 2, В; тотяа Х, У, 7 выразятен функщяши времени. 


ЗВвавъ интегралы въ предфлахь отъ $ до 6 оть обфихъ частей 
важдаго нзъ равенотвь (445), похучижь: 


ших г=И, и’ му=И, т’ — т =-И,.. (446) 


+ + { 
в, ха, ду зо И, Дл . (441) 
# 


Изь равенствъ (446) видяо, что измфневе количества движеня 
точки въ точенши провежута премежи отЪ & до { равняется величия: 


И-У ИИ И:............ (448) 


5 иыфеть таБое направлеще, косинусы угловь воторато съ осявв 
воординать равны отвошенамь: 


т 


д. у В 
Г 


Величина И называетоя имяузьсомь силы Ё 65 течент 
яромежутка времени отз 1 до {; шы приписываень иипульсу 
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ве только величину, но и направлени, составзающее съ осямя 
квоордивать углы, восинувы воторыхь суть: 


Исз(ИХ)=И, Исок(И,У)= И, Исоз(И,2)=И.. 


Равенства (446) выражають тогда, что узмльменце количества 
Овижещя матерьлльной точки @з течении промежутка вре- 
мени от» $ д0 {+ равняется импульсу силы ЕР 63 течении тло 
‘же промежутка времени. 

Величины И., И,, И, суть прозвщи импульеь 58 ови ко- 
ордянатъ. 

Величины вторыхь частей ревенотвь (445) суть проек на 
оси координать имиульсь сллы Ё въ точен элемента времени 4; 
ЭТОТЪ элементарный пипульсь пифоть безконечно-иалую вехочину, 
вели онза Р иифетъ величину кочечную. 

Разность иожду величинами живой силы шатерьзльной точки 
въ моменты { и $ можеюь быть выражена произведенемь изъ 
икпузьед ка полусуииу кроэкшй скоростей У и о на взправлене 
вичульса; въ сашоиь дёхь, помзожинь равенства (446) нах’, у’, 7’ 
в сложивъ, получииь: 


т? — м\о 08 (У.0) == ИУ с05 (9, И); 

пожноживь 1$ же равенства в. 2”, У; 2’ Е соживЪ вхь, нолучянъ: 
Уи с08 (1,5)-пий = Носов (и, И); 

отсюда ве навдень: 


(усов (у, И) ово (о,Н)} .... 649) 
$ 57. Игновеняых силы. 

Нкоторыя явлешн соворшакся подъ ваииемь силъ, дВй- 
отвующихь въ течешы воьиь мольго промежутка времени, о 
достигающихь огронмой величины 20 вреня своего хёйствйя; таковы, 
заприиёрь, визы, раививаютияся при ударахь тёть, при разяо- 
жежи ворывчатыхь веществъ, и друмя. 
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Подобных свлы, несмотря на краткую вродолжительность своего 
АЗЙСтЫя, провзводять весьма замфтныя изибнена въ скоростяхь 
тЬхъ тВлъ, къ которыиъ онф приложены, нежду твиъ, кавъ пере- 
иъщеня, совершенных этими тфлани во время дЪйстыя таких 
сить, сравнительно малы, & чаето даже ничтожны. 

Положинъ, чго въ свободной матерьяльной точ приложена 
таваз силь $, которая д®йствуеть на нее въ течени вебьжа короткаго 
промежутва времени 8, но сообщаеть ев за время своего дЪйетвя 
имСулЬСЬ заеВтЕОй воличин:: Пусть +5 есть моменть начала дйстня 
этой силы, {= (& --8) — шомокть окончащия ея дВйсТВЯ; 9, Ус, 2, 
—— координаты точан # ВЪ моменть #; 20, У, & — проекщйЕ 
на оби коордннать скорости 2, точки зи вЪ момевть 4. 

Бром® того, означимь: бувваих $,5), 3 — проовщи отой быстро- 
АБйствующей силы $ ва ося координать, бушвою $ величину я 
рвпраззене импульса этой силы са вео время ея ДВИствуя; прозкии 
этого нипульсь ва осн козрдивать будень обозначать такъ: 3, 3,3 „. 

Ен въ матерьяльной точк® ве приложено бодфе пиБАкихь 
сихъ, кромё енлы 5, то результать окончательнаго хёйствя этой 
евлы на точку зи будеть заключаться: 

въ изифненй количества движен!я матерьяльной точки ва врежя 
хФйетыя силы 8: 

их —мл’==З, ву’—ту’=3, и — та’ =3,... (459) 
Е въ изивнени нохоженя матарьяльной точен въ точен!и того же 
прозевутка врешеши, ›.`. 2» 

Разности между коордянатаны точны # въ вовцв и въ на- 

чал8 прожежутка аренени 8 пт ии форвулаяя: 


+ ./ & / Жи...:.... @5, =) 
у-у-иеи / @ | 94........ 5,5) 
Г | 
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# + 
. 
вланьчь [в] 34;......- {451 $) 
р 


этя разности чы условимся называть преокщиия ва осн воорди- 
нать перомфщеня точки въ течени промежутка вренени $, 

Если янпульсь 3, сообщаешый силою 5) натерьяжьной точеЗ, 
яяфеть зажбтную (но ие безконечно-бохьшую} величину, продолжи- 
тельность же ® дЫйтыя сиды настолько иачтожев, что иожно пре- 
иебречь воявями пережёщенями, совершенными за время 9, то та- 
кая сяла $ пазывается мизювенною силою. 

Степещь жалостя прокожутка времени © холжих быть такова, 
чтобы ложно быхо пренебречь дляною: 


7 
ы 


гравнительно ©ъ вонечными длвнами, входящими въ наши разечеты; 
зАБсь У означаеть вакую ибо скорость ковечной величины. 
При такой степеня иахостя проиожутка врещени $ можно вреве- 
бречь переифщеними, соверыежныии за это врея какиии бы то ни 
было точкашы, движущнзиья одновреженно съ взлерьяльною точкою 
эж, если только скорости этихъ точонъ нифють конечных велзичимы. 
+ То #8 нов ножао сказать огиобитольно вежнчияы порембщеня 
матерьяльной точки из за вреня ©, если только иилульсы гизы 8 
ва врешя оть момента #, до вакого знбо моменть < --8 ВиЗЮТЬ 
величины какочныя, въ заномь дфзб, есди импульс 
: + : 1 
ля хз ый 3]: 
(Уд) + зн) | 
% 
ве превышаеть, ни кри вавоиъ #, конечной вехичиты ‹7, то 86- 
содотныя мичиты антеграховь вторыхь частей равашетрь (451) 
жезфа золичины 
2 
з 8: 
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ТАБ частное (7:9) выражаеть ибкоторую вонечвую скорость; по 
изхоств же прохежутва времени $, мы моженъ пренебречь длинами: 


у 
2’, 48, 29, 8, 


а, сльдонательно, и нереифтенежъ матерьяльной точки за, врежа 9. 

Нризеная во ввимаше 30 сназаниое въ настоящеиь нарз- 
траф, можешь въ слёдующихь выражовяхь высказать опредфлен!е 
ПОЕТ © птвовенной сих, приложевной къ шатерьяльной точвв. 

Мтовенная сил дъйствуетв впродолаенаи такого мало 
промежутка еремени, в течейи которазо мозуте совершииться 
только самыя незначительных, пренебрешеныя чами, перем 
щеня точек, денотущиясв сё конечными скоростями. — 

Не смотря на кратновременность своло дъйетодя, изно- 
венная сиаа сообщиеть той матерьяльной точки, кз которой 
она приложена, чипульсь конечной не малой величины; пере- 
мъщене же матереяльной точии за врежн дъизиевя зановен- 
ной сыаы-— ничтоена: 

Еъ этоиу слёлуеть еще прибавять, что импульсь, сообщаеный 
матерьяхьной точкВ за премя $ веявою номтиовонною слою, при- 
ЗОЖеННОЮ БЪ 510 точЕФ, ничтожевь сравнительно 6ъ нинульоиь 
ситы итновенной; цоэтошу фориуаы (450) справедливы я въ тхъ 
случазхь, въ которыгь жъ шатерьяльной точкВ приложена, вроиё 
исновенной сижы 8, какая ибо ненгнонениья снив 2. инаульсому 
посафдней за время оть к до (5-8) мы пренобрегаемъ. 


$ 58. Ударъ матерьяльной точки © преграждающую 
поверхность. 


Положииь, что свободная изтерьяльная точка 9%, подзержен- 
явя двйетвю нзвоторой неитновенной ситы №, совершает движен!е: 


#—[(0, у=Ь, =, .. .. (452) 


глЖ т, у, д суть воординаты движущейся ивтерьяльной точен. 
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Пусть, вроив того, нифетея неухерживающая преграда, обра- 
зуемая поверхностью: 


(а, у, 2, )=0 


причень предпохагается, что уравиене этой неудерживающей по- 
верхноети напвсано тавъ, вавъ схёдуеть по уеловю, сдвланному 
вЪ начать параграфа 34-го. 

Матерьяльная точва движется свободио, нова не встретить 
этой поверхности. 

При зотрёчВ чатерьяльной точки съ преграждающею поверх- 
ностью воординаты иатерьяльной точки должны будуть удовле- 
творять уравнению поверхности; а потому шонентъ го встр чи должень 
быть дБйствительнымь корнемъ уравненя: 


Н®, Б%), В), ь |0. 


Коорданаты иатерьяльной точки и проэвлйя на оен коорди- 
нат скорости ел въ ототь номвнть будуть ствдуюдия: 


И), Аа), а) 
тие" (В), Уз-=РЫЫ), до ==). 


Означимь черезЪ хо величину и явиравлеше скорости абеолют- 
нало двяженя матерьязьной точки въ моменть и я черезь № 
— везичниу х направлено скорости относительнаго двяженя эл по 
отноменю 5ъ той средв, которой принвллежить преграждающая 
поверхность (см. $ 33, мф, 175—176, $ 34, тр. 180). 

Дальнейшее соетолне движешя маторьязьной точкй завнсять 
оть ТОТО, составлять Ян отвобительная скорость мо ОФрЫЙ яди 
тупой утожь съ положительною воршалью въ поворхкости (453). 

Если 

би ь+> 6, 
то есть 


> } 
тов (М) >50, 
э 
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№005 (и, №) > 0, 


(си. $ 34, формула (277)), то натерьяльная точка продолжаеть 
движее, выражаеное форнулами (452), безъ веякаго препятствия 
©6 стороны вреграждающей поверхноети. 


Ели же 
НИ <0,....... 454) 
то веть: 
Ар. 2 08 (и,№М)-- я <о,........ (455) 
ди 
4» 03 (и, №) < 0, (нь. (456) 


то это неравенство, противорвчащее условию (274) *), требуемому 
уреградою, показываеть, что шатерьяльная точка, по причин 
своей иверщи, стрешится нреододёть эту преграду, ы 

Такому стренленню маторьяльной точки преграда вротивод®й- 
ствуеть, оказывая на точву реакцию, направлекную но положи- 
тельной нориаля. 

Эта редкая должна сообщить матерьяльной точвв такой им- 
пульсь, который нзивиихь бы скорость оо матерьяльной точки въ 
скорость У, удовлетворяющую условтю: 


Ау. усов (т, №) +0; у еннье (215) 


вифств съ ТЬМЪ этоть пипульеь холженъ быть сообщень итно- 
венио для того, чтобы матерьяльная точка не усн ха войти внутрь 
иенроницаемаго тфяа, ограниченнаго поворхностью (453). 
Поетону ин предлоложимь, что редюия, измюняюцщикя ско- 
роеть 0 (удовлеторяющую неравенотву (455)} в5 скорость У 
(удовлетворяющую услоню (275), есть мановенная сила, дъй- 


*) На страниц 179; эго же усхове выражается формулами (275) и (27%). 
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ствующая вв течени стовь ничтожно промежутка вре- 
мени $, 05 теченёи которало неренъщешя матеръяльной точки 
& поверхности (453) ничтожны; эта мыовенная сила на- 
яравлена по положительной нормали №. 

Тавой процесеь итвовеннаго изифненя сворости жатерьяльной 
точки при ветрёчЬ ея съ преграждающею поверхноетью назы- 
вается ударомз мозтерьяльной точки о позерхноеть; иоменть & 
называется моментоме паденя точки на поверхность, номентъ 
$=(@-Н® моментом отражен, 

При опредфдени результата удара изтерьяльной точки надо 
принять 80 внннан!е слфдующ!я обстоятельства: 

1) Велвдетые ничтожной малости промежутва времели $ ко- 
ордянаты матерьяльной точки предполагаются ностояиныхи (2%, уе, 2} 
ю в врежя удара (оть момента & до момента +=, Н®). 

2) Положеще поверхности и свороети вевхъ точевъ ея прини- 
жаютея тавже неазизкными во вое врежн удара. 

8) Илжнульами ненгновенныхь снль за время удара мы прене- 
{брегаежь, по ихЪ НИЧТОЖНОй малости. 

Мгновенная сяла реакити преграды ваправлена по положитель- 
ной нормали №, проведенной наъ точки (2%, Уз; 2о) иоверхности {453}. 

Но этниь прячянамь проэкши н8 оси координать итновенной 
силы реакии въ какой либо моженть удара выразятся велячинаии: 


тв производныя оть / ячфють постоявныя величины во время 
зоего удара, & иженно тв величины, Боторыя онф янФютЪ въ 
жоженть & ВЪ ТОЧЕВ (2, у» 20); > веть нЪвоторвя Функция оть #, 
быстро изифняющая свою величину во вреня удара. 

Нроокщи на оси координать импульса итновенной силы за время 
отъ ножента паденя до какого либо ножвнта & удара выразатся тавъ: 


: Ё 
: 
“Ги т Руль 
5 м, Я [м [мы 
“ ь у 


19% 
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этоть нипульсь произведеть езвдующее изыфиене скорости из- 
терьяльной точки: 


яли: 


ии, уу, 
ео (М,Х} 


это означаеть, что изифиеве скорости отъ момента падешя до 
какого либо жожента # удара направлено паралдельно положи- 
тельной нормали №; слёдовательно, коненъь лини, изображающей 
длину я направлене скороств у, чертить во время удара праную 
дин, параллельную этой нормали (черт. 30). 

Такъ кавъ скорость %› наденя точки на поверхность уховле- 
творяеть неравенству (455), а скорость отражен я удовлетворяеть 
уежовтю (275), и притомъ скорость азмфнлется во все время удара 
по вышеприведекнону закопу, 10, въ нфкоторый иоженть < удара, 
она дояжна будеть получить величину и направлене, удоваетво- 
раюшия равенству: 


41. сов (6, №) № 


+ 0,......... 488) 


тд © означветь величину и напразлене скорости матерьяльной точки 
ВЪ МОМЕНТ т; а, 8, т, СУТЬ проэкифи этой скорости на оси координатъ. 

Вехи поверхность неподзяжна, то равенетво (457) получать 
задь 


5 сов (9,№)-=0, 


это означаеть, что скорость $ каеательна &Ъ поворхности. 
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Есля 56 новерхноеть движется или деформируется, то равенство 
(457) вожеть быть представлено такъ: 


и ео (и,№)=0,........ ... (158 58) 


ТАБ Н есть скороеть въ моменть < относнтельнаго движевя ма- 
лерьяльной точки по отношеню къ той сред, которой принадле- 
жать поверхноеть, 

Равенство (458, №15) выражаеть, что относительная скорость 
ы кавательна въ поверхности. 

Этинъ нонентожь = весь вромежутокь врешени 8 раздфлетса 
на ДВ® части, а самый процессь удара — на два акта. 

За врешя перваго авта удара изифнене скорости жатерьаль- 
ной точки нифеть величину: 


5605 (0, №) — 1 608 (в,№)......... . (459) 


Если поверхность неподвижна, то скорость ® вЪ моментъ т 
перпендикулярна въ пормати, & потому тогда азмяеше скоростя 
38 время перваго акта равно: 


— 008 (№), 


то есть величин проэкши скорости паденя на отрицательную 
нормаль. 

На чертекь З0-мъ это изифнеше скорости при неподвижной 
поверхности изображается длжною соб. 

Можно сказать, что, есля поверхность неподвежяз, то за вее 
время перваго акта удара матерьяльная точка теряеть составляю- 
щую скорости падены 2. по отрицательной вормаая. 

ели поверхность движетя или деформируется, то разность 
(459), на основави равенства (457), выразител такъ: 


и 25605 (№)... (460) 


— № с03 (и М); 
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3 это веть величина проэкшя н& отрицательную норналь отНоен- 
тельной скорости падеши иатерьнльной точви. 

Означияъ черезь чо величиву и направлен скорости той точки 
31 (2, и» 20} поверхности, въ которой происходить ударъ; вакъ 
уже извЪетво: 


10 воз (ш,№)=— ий узники . (261) 


(см. отр. 176 и 130); вромф того, мы знаемь, что свороеть 2, 
есть геометрическая сумиа скоростей ш и че. 

Тавъ какъ скорости точекъ поверхности предполатаются по- 
стоянными во вое время удара, то и во вояы моменть удара еко- 
робть $ воть геометрическая сумма скоростей и и м; напрямёръ, 
абхолютивя сворость © есть геометрическая сумма скоростей и и м, 
абсолютявя скорость У есть геометрическая суима, скоростей ил 20; 
тавъ и изображено на чертежё 31. 

Изъ этого сдёдуетъ, что во все время удара конещь отиоси- 
тельюй скорости (натерьяльной точки по откошеяю къ той срелв, 
которой принадлежать поверхность) описываеть врачую лаю, 
параллельную той прямой лв, воторую въ то же вреня чер- 
лить конешь абсолютной скорости (черт. 31). 

Такъ какъ въ иоменть < относижельная скорость и перпев- 
дикулярна 5Ъ № (см. (458 5)), то можно свазаль, что за все 
время перваго авть удара мзтерьяльная точка тераеть составляю- 
щую относительной скорости паденя ж по отрицательной норхали. 

Но этимь причивамь первый зкть удара можеть быть нозванъ 
актом потери нормальной части скорости паденя. 

Второй акть удара начянается въ моменть < я оканчивается 
въ моменть 6=(&-[8). 

За вое время этого вторато акты изибнеме скорости нмфетъ 
величину: 


У 503 (%,№) — 008 (6,№) .......--. (40) 


Есяя поверхность неподвижва, то величина этого пзчвненя рав- 
вается прок скорости отражеши У ва положительную аормаль. 
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ели же поверхность движется нли деформируется, то вели- 
чина разности (461) можеть быть выражена тавъ: 


ем) ив (1), ....... (469) 


гдв и есть относительная сворость отражен натерьяльной точен, 
слёдовательно, въ этихъ случаяхь изифнен!е еворости равняется про- 
эвщуи относнтельной скорости отражена на позожительную поржаль, 
Второй актъ удара называется имиомь возстановленшя нор- 
‚мальной части снорости отриженя. 
'Велячины а, 8, у проэкшй скорости © на оби координат 


иогуть быть овредфлены язъ равенстьъ: 


‚ ра 
тата 57 


ито АНИ {463) 


нения 


Величияа „7 онредфиится изъ равенства, выражающаго, что изм®- 
нен!е скорости матерьязьной точки во врея аким хотери равво 
величян® импульса резщи за это время, дЪленной на жаесу точки; 
такъ кавъ пзифнеше скорости за время перваго зета выражзется 
фориулою (460), ® нипульъ реавши за время этого ата выра- 
хаекя произведещешь /.л{ то это равенство будеть слёдующее: 


'— бъеав (М); 


Аи 
Ро 


ИЯ, ...... (465) 


мс { ны) 
яр >. 


.. (488) 
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Величие ижпульа реакыи за врежя слита возстановленя 
равняется 


1.8 Е 


вехачина же изифненя скорости матерьяльной точки зв это врея 
выражаета формулою (462), поэтону: 


тм ............ (481) 
Изъ внраженй (466) в (467) слёдуеть: 
пе... (468) 


и, воз 


вели подъ иченемь иотерянной скорости подразумфвать проэкцию 
скорости паденя на отрицательную лоржаль, & подъ именем возета- 
новленной снорости — проэкшю ‹вороти отражешя на положя- 
хельную кормаль, то равенство (468) можно высказать въ слёдую- 
щихь выраженихь; импульсе оторою акта такь относнтся кз 
импульсу перем акта, какъ возстановлениая относительная 
скорость относится кз потерянной относительной скорости. 

Еезн поверхность неподвижна, то величина отношея нежду 
этикя ижаульсами выразится везиченою отаотеза абеолютной воз- 
становленной скорости къ абеолютной потерянной свороетя. 

Озвачяжь букзою { уголь паденя, то есть угожь, составляеный 
направлещехь скорости падешя т, съ отрицательно ворналью 
{черт. 32); буввою г означимь утовь отраженя, то есть уголь, 
составлиежый яаправленень скорости отражения у съ положитель- 
но поржальн; но чертежу 3% летко ВидФТЬ, что: 


ЗЯР-=У сов (т, №) = 5 со у 
590 =— воз (о, МЮ вов; 
& нотошу, при неподвижности поверхности: 
т 
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Величиия отвошеня иожду возстановденною скоростью и потерав- 
ЕоЮ скоростью зависить главныкъ образомъ отъ упругихь свойствъ 
соударающехся тёлъ. Но изезвдовашниъ Ньютовь величина этого 
отношен!я не зависитЪ отъ велячины и направлешя скорости падения, 
в6 только оть природы тБхъ тЬлъ, изжду воторыви происходить 
ударъ; танъ, при соудареми отель о стекло это отношене равно р 
при соудареши желёза о желёзо: о при соударени тВаъ, состоя- 
щихъь изъ прессовааной шерсти, — тоже 5 вообще, отношеше это 
есть дробь, не большая единицы, то есть величина возставовленной 
скорости не превосходить величяяы скорости потеряняой и уголь 
отраженя не женфе угла паденя (при неподвижности поверхностн). 

Это отношене называется козфииентома возстановленн; это 
есть дробь, не меньшая нутя и ве болытая едипицы, ве завлеящая 
отъ величины и нчаправхены скорости паден *}. 

Еели величина коэфицеята возетановленя извфетна (озвачижъ 
его буввою =), то тогда чы ножехь опредёлить проэкщи на оги 


коордянать сворости отраженя У п’ сафдующежь форкуламь: 
тута +1 8-е) 


те =т + Ча =) } 

Въивкоторыхь случанхь не будетъ надобности пользоватьея тиии 
форнулами, такъ вакъ величину я направлен! свороста отражения 
вожемъ опредфлять при пожощи ся8дующихь простых соображений. 

Проэвийх относительной скорости на изеательную плоекость (10 
веть скороеть и) ве измвнаетоя при удар; проэвция же на отрицатель- 
ную нормаль относительной скорости падентя (т.-е.— м. 603 (и, №)} 
замбияетен, зозбстые удара, возотановзеняою скоростью 

4603 (и, №) — № 605 (#,.№)), 
направленною по положительной норхали. 


+) Повднуйцие опыты повазали. что Ныютопово положена о везлвнен 
жости ведичивы козфищента зозстаноялени о"Ъ гларост падение весил 
биаво въ истияб, 
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ели з==0, то возетановлениой скорости в®ть и матерьяль- 
изя точка остается ва, поверхности, инбя относительную скорость н, 

Ели е=1 и поверхность неподвижна, то уголь отраженя ра- 
венъ углу паденя; при &<1 уголь отражения бодфе угла ведения. 

Изявнене живой сизы матерьяльной точки при удар о по- 
верхность опредфаятся по формулв (449), если замфнимь въ ней 
направзене И — ваправленень №, & величину И — схбдующинь 
выраженемь ямнульса резкши за все время удара: 


аа; 
но ТАК кажъ: 
т 8 8) 
У вов(чм)==1 — в 


А; 19] 
4% 605 („№ =— 4 № за 


то получии» сл6дующее выражене величины живой силы при удар: 


а) — 1+) %... (#9 


р 


то есть, живая сила матерьяльной точки теряется при удар 
ея о неподвижную поверхность, если коэфишентяь возстановле- 
зил не ривень единиць и если скорость падемл не перпен- 
Зикулярна кз нормали; потеря живой сцаы тттьм5 бодте, чьмь 
менте козфииенть возстановленн и чтмз боле проэкцёя ско- 
‚рости падевя на отрииательную нормаль, 

Эта потеря живой силы хожеть быть съ избытвомь возва- 
треждена жлвою слою, сообщаемою чатерьяльной точк® двяжу- 
щеюся поверхностью, если скорость 20 точки 8Я составлаеть острый 
толь съ пориалью №. 

Мримфръ 49-й. Тяжелая матерьяльная точка, брошенная изъ начала 
координат» со скоростью У въ вертикальной пзоскоети ХУ (черт. 88) 
подь узлом (7+ #—) въ оси Х п моль улонь (я-—>) въ сея $, 


вовершаеть рядъ рикошетовъ © наКЛОную илоскость: 
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иП— 
—@+=8)7 
опредфанть весь рядъ посзвдовательпыхь ударовъ матерьяльвой тозви объ 
этр изоскоеть, предполагал, что движене совершается ль пустот и что 
иовфстень кофищевть возстановления =. 
Положительная норхаль М кь плоскости составляеть съ осыю Хань 


толь (: +), еъ овыю Узть —— уголь (#1) 


Скорость Т составаяеть съ положитезьною нориилью въ точ” # 
утоль + 


Движене натерьяльной точки до иерваг удара выражается уравие- 
ный: 


ах зщ (+ — Л), уе — Урон). 


Моменть & перваго рикошета опродёлится изъ равепетва, 


к Тез (+ — 7) Уже) в 7=0, 
откуда: 
У со 


ул" 


& 


..... (93) 


Зная &, опредьлимт: воордииаты л,./’, той точки плоскости, въ колурой 
происходить первый уларъ, разетояые ($ 


, зтой точки оть начаза вн 
ординать, велячину и, скорости падения, проэкийя ся (27, 5'.) на оси коор- 
дпиать и везичину & угла падешя. 


27а 
Е 


== а 


с" 


о’ Узици — Л, = (2—1). 15) 
Проэкщя скорости г, на направлен оси 2 (ем, черт. 83); 
вез) чан" 608.7 — У, .7, 
зв = Ибш^— 2 6057 4.7)....-... (446) 
Прозкщё скорости даден и, на отрцдтедьную пориази; 


.... 1) 


Означныь черезь $ волячиву скорости отражены въ хоче Ри 


неба, эт 7 И 1608 7 = 005. 
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черезь х, утозь отраженя. По теорш ударе © исподвижяую поверх- 


ность: 
УЗШАНе, НИ, У 605, = 5 6088; 
а потому 
узти = Уши — 95087). 
У боб Уре 7 6057. уе. 
я отеюда: 


:87=ю 
Ражуждая тавимь же образомь, опрелазимы 
ветчину промежутка времени между (и—Ю--ыхь и и--ымь ударами: 


Е 


я завлевиость между скоростями и угвии отражезин въ этих, точнахь 


Ур, 1 (и, 1—2 0087118 ),.. (448, 1—1) 


, " 
У 6087, 1608 иль чьны:,. . (499, 1—1) 


128 1....:...., (480,11) 
Изъ ряда равенетвь 
звнещи-2 ШУ 
я, —2 У 
Эт, 1—2 
ИСЕЛЮЧИНЬ У, К. -ин_иу ФОДУЧИМЬ: 
„ 
Е ы........ (480 
Изь рада раренствт, вяза (419, 0—1) получим: 


Я, ов: У с08г........... (482) 
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Мостому разетоные между двумя кослёдовательными точками удара 
выразится такт: 


: 23° 73 6038 к [= ‚ ( 
ы 1 


т). (498) 


; 

] 
< 
8 
ю 


Ееди эта разность озажется огришательною, 10 это будеть означать, 
что матерьащьная точка поезЪ {> —1)—вго здара совершасть свачекъ вниз, 
& не вверхь: для этого пззо, чтобы выражен!с: 


а\ёло величину отрицательную. 
Сзоживъ видь равеветвь виде (483), пот 
той точки оть начала коорлишалть, въ которой промсходить н-чый удар» 


|....... (485) 


Сзоживъ радь равенетвъ вида (473, и-—1), нолучиыь выдиижеще ломелта 
п—ншо удары 


чихь выражене рамегояная 


РЯ 
бу с 


:..... (486) 


Величина я направлеше скорости отражения цоелф в —ато удара, опре- 
Ьлатся изъ формуль (432} и слбдужицей: 


у, тт, = Узту—2Уев Еы.. ... (481) 


Матерьязьная зочва совершить безкопечное чиело сБаяковъ, воторые 
становатоя вее мельче и короче, какь видно кук форметь (480) и (483), 
а удары становятся все чаще и чаще (сч. (473, п—-1)). По истеченк конеч- 
нато врежени 


скачки прекрецаютси и ВЪ этоть моментъ малерьальная точка, будеть нахо- 
дитьея нв сзёаующехь разетояи оть начаза коорливать: 


Я ]........ (489) 


8 скорость ва бузетъ нааравлена влоль по похожительному или отрицатель- 
зому ваправаенио оси 2 н будеть равна: 


С=В.Тсозк; В" — 


щл..... (490) 
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Зножь величины В опрекаясть возможность или невозможность пе- 
ремфны направления скачковъ; если В болфе вуля, то матерьяльная точка, 
будеть восходить по оси Я к даже паса прекращеня свачновт, будеть 
ижёть скорость ©, направленную по положительной осн 2; вели В-=0, 10 
зкороеть С будетъ нуль: еели же В женфе нудл. то, начиная съ нъБотораго 
п, скачки будуть совершаться внизь по плоскости. 

Приифуь 50-1. Опредёлить результать первахо удара натерьяль- 
вой 10ч6Е 0бъ окружассть въ причёрё З4-мъ (отр. 241—245). 

Прежде всего слёдуетъ найти точку Г) первой вотрчи иатерь- 
ЯлЬНой точки ©ъ окружностью. Означимь координаты этой точки 
знаками д, у» моменть ветрёчи — знаконъ /, проовщи скорости 
наденя — знаками х’, у’, проэвщи сворости отражешя — зна- 
важн Х., у'+. 

Прижфияя БЪ этому случаю прешы, изложенные въ этомъ 
параграфЬ, ны найдем: 


Ч, _ Ел 
и 


+3) 


Узи щи +). 


Остановимся ва частношь скучаВ: 5=—3 8 я опредёлемь 
дальныйнее движеше нотерьязьной точкя носл перваго удара при 
предположениях: г==1 я ===0. 

Въ этомъ слу ударъ произойдеть въ саной нижней точ 
окружности и скорость паденя будеть инжёть слдуюнии проэкийи: 


‚ _88 УЗ 
а: Уз а 9 иран 


Чели :==1, то матерьяяьная точка, отразинииись о нажнюю 
точву окружностя, опишеть иврабоху, свиметричную той, которую 


В, =) 


она вотулить на овружноть бевъ удара, тавъ вавъ скороеть ва 


она описала до удара; въ точкё К, (#=— 


— 303 — 


будеть направлена до касательной къ окружноств; далёе, ма- 
теръяльная точка пойдеть по окружности, нройдеть черезъ нижвою 
тОЧЕ} 6я, подымется до точки К, тдф совы сойдеть съ окруж- 
ности, ® такъ далве. 

Ебди е=20, то матерьяльная точка потераеть скороеть 10 
норизли и пойдеть ло окружности со скороетья: 


, 2 
х ', 


дальныйшее движоне она будеть совертать по нежной части окрук- 
ности, не яодымаясь выше уровня: 


ще ) 
{1-я 
Примфрь 514. Тяжелая затерьильная точка брошена изъ начала ко- 


ординать на наклонвую изосность, дянжущуюия оетупательно м равво- 
уро; уравнеше этой плоскости: 


—@зщ Ув =0. 

Предегавихь себйБ цеизифинемую двииущуюся средь которой при- 
наддежить плоскость. и опрехбзимь относительное лвржене затерьяльной 
точки по отвошению къ этой средь, прлчемь результать важлаго удара 
будемь разсчитывать на томъ осповавёи, что: 


три 


Зона Ин СОВ р, Рай, С09 ен, 


тд и, есть отвосптельиая окорость ладевуи, п, — относительная скорость 
„— отвоентельвый уголь отравени, з, — относительный угозь 
паденя ири я--немь удар 
Вь резльать получиуь формулы, очлечакищяся оть формуть прихфра 
19то тьмы что въ нихь вывото Усов, Рчшт, в Ш буХУТЬ входать 
стёдуюля веллччны: 
У со; г--и 2057 вифото Исх 
Узаг—юзш вуфето Рак 
— ва 
ЕЯ вто щи. 


Ириифру 5248, Матерьальная тяжезая точна свободно пущена въ оменть 
‚у=— А онредфиить ревсаьтьть ея удара о плоскоеть: 


ЗИ я -—у-0, 


вралцеющуюся вокруть торкаоитальной оси 22, 


отражена, р, 


1-0 иль точки (27 


— $04 — 


Движоше точьи до удара выражается так: 


в 
в. 


=, У 


`Моменть встрёля точии съ плоскостью опрезфлитсл пзь уравнения: 


Изь двухь рышеней этого уравнелия: 
5% 
Е 


= 


второе опредьзяеть дЬйствитезьный хошенгь вотрьчи. Въ этоть моменть 
матерьтьнал точна пуфегь сдбдующя воордипаты п слёдующея прова 
скорости падение 


=ибо. 


да, ий, + 
Для вычислены 7 мы доджны составить выражения производных: 


ИИ м 


дай ВИ 9 


Величина / выразится тавы: 


7. 


2 Га 
Зри} 
прозкщи скорости отраженя на оси координать будуть вмфть сзбдующе 
величины: 


У (Еду Ва. 


Вь этонь случа происходить потеря живой сиды волбдетье тдара; 
въ саномь дбл: 


ту? тр Эта* 3 $ 
о) = 


2 


евля даже коофищенть возстановлеяйя будеть равень один, то все тавя 
будеть потеря живой снлы, равная: 


Ата? 
Зи? 3 39. 
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—_ 
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© 


а Ш 


х. ре 
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